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NAS RK is pleased to announce that News of NAS RK. Series physico-mathematical 

journal has been accepted for indexing in the Emerging Sources Citation Index, a new edition of 
Web of Science. Content in this index is under consideration by Clarivate Analytics to be 
accepted in the Science Citation Index Expanded, the Social Sciences Citation Index, and the 
Arts & Humanities Citation Index. The quality and depth of content Web of Science offers to 
researchers, authors, publishers, and institutions sets it apart from other research databases. 
The inclusion of News of NAS RK. Series of chemistry and technologies in the Emerging 
Sources Citation Index demonstrates our dedication to providing the most relevant and 
influential content of chemical sciences to our community. 

 
 
Қазақстан Республикасы Ұлттық ғылым академиясы "ҚР ҰҒА Хабарлары. Физикалық-

математикалық сериясы" ғылыми журналының Web of Science-тің жаңаланған нұсқасы Emerging 
Sources Citation Index-те индекстелуге қабылданғанын хабарлайды. Бұл индекстелу барысында 
Clarivate Analytics компаниясы журналды одан әрі the Science Citation Index Expanded, the Social 
Sciences Citation Index және the Arts & Humanities Citation Index-ке қабылдау мәселесін 
қарастыруда. Webof Science зерттеушілер, авторлар, баспашылар мен мекемелерге контент 
тереңдігі мен сапасын ұсынады. ҚР ҰҒА Хабарлары. Химия және технология сериясы  Emerging 
Sources Citation Index-ке енуі біздің қоғамдастық үшін ең өзекті және беделді химиялық ғылымдар 
бойынша контентке адалдығымызды білдіреді.   

 
 
НАН РК сообщает, что научный журнал «Известия НАН РК. Серия физико-математичес-

кая» был принят для индексирования в Emerging Sources Citation Index, обновленной версии Web 
of Science. Содержание в этом индексировании находится в стадии рассмотрения компанией 
Clarivate Analytics для дальнейшего принятия журнала в the Science Citation Index Expanded, the 
Social Sciences Citation Index и the Arts & Humanities Citation Index. Web of Science предлагает 
качество и глубину контента для исследователей, авторов, издателей и учреждений. Вклю-
чение Известия НАН РК в Emerging Sources Citation Index демонстрирует нашу приверженность 
к наиболее актуальному и влиятельному контенту по химическим наукам для нашего 
сообщества. 
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MULTI-LINE SOLITON SOLUTIONS FOR THE TWO-DIMENSIONAL 
NONLINEAR HIROTA EQUATION 

 
Abstract. At present, the question of studying multidimensional nonlinear integrable equations in the 

framework of the theory of solitons is very interesting to foreign and Kazakh scientists. Many physical phenomena 
that occur in nature can be described by nonlinearly integrated equations. Finding specific solutions to such 
equations plays an important role in studying the dynamics of phenomena occurring in various scientific and 
engineering fields, such as solid state physics, fluid mechanics, plasma physics and nonlinear optics. There are 
several methods for obtaining real and soliton, soliton-like solutions of such equations: the inverse scattering method, 
the Hirota’s bilinear method, Darboux transformation methods, the tanh-coth and the sine-cosine methods. In our 
work, we studied the two-dimensional Hirota equation, which is a modified nonlinear Schrödinger equation. The 
nonlinear Hirota equation is one of the integrating equations and the Hirota system is used in the field of study of 
optical fiber systems, physics, telecommunications and other engineering fields to describe many nonlinear 
phenomena. To date, the first, second, and n-order Darboux transformations have been developed for the two-
dimensional system of Hirota equations, and the soliton, rogue wave solutions have been determined by various 
methods.  

In this article, we consider the two-dimensional nonlinear Hirota equations. Using the Lax pair and Darboux 
transformation we obtained the first and the second multi-line soliton solutions for this equation and provided 
graphical representation. 

Key words. two-dimensional nonlinear Hirota equations, nonlinear integrable equations, Lax pair, Darboux 
transformation, multi-line soliton solutions. 

 
Introduction. Solitons are important when considering nonlinear equations. Nonlinearly integrated 

systems have been hotly debated among scientists. This area has developed extensively, mainly in all 
areas covered by technology and science. There are several ways to obtain nonlinear soliton solutions of 
evolutionary equations. These include the nonlinear method of the Hirota equation, the Darboux 
transformation (DT), the Painleve analysis, and more [1-7]. 

In this paper, the two-dimensional nonlinear Hirota equation is a modified nonlinear Schrödinger 
equation considered. The Hirota system is used to describe many nonlinear phenomena. It is widely used 
in the field of study of optical fiber systems, in the mechanisms of physics, electrical communication and 
other engineering sciences [8, 9]. 

Consider the one-component two-dimensional nonlinear Hirota equation as follows [10]: 
 
 ,0)(  xxxyxyt qiqqiqiq   (1) 

 ,0)(2)(2 **2  xyxyyx qqqqiq   (2) 

 ,0)(2
2  yx q  (3) 
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where ),,(= tyxqq  is the complex functions and ),,(= tyxvv , ),,(= tyxww ,  1,2=i  are the real 

functions. It is integrated by the method of the inverse scattering method, thus, for its there is a Lax 
representation. Its Lax representation is given in the form:  

 , Ax   (4) 

 .)42( 2  Byt   (5) 

here λ – spectral parameter,  - independent function, particularly Ttyx ),();,,( 3,21   . А 

and В matrices  
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here А0, В0 and 3   22  dimensional matrices: 
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Using the Lax pair above, we can construct a Darboux transformation for a two-dimensional 

nonlinear Hirota equation. Compatibility condition of this system: 
 
   .0)42(, 2  yxt ABABA    (7) 

 
According to the above calculations, we can obtain a two-dimensional nonlinear Hirota system. The 

spectral parameter λ is obtained as follows: 

.)42( 2
yt    

In this article we will limit ourselves to the situation 1 . 
In our previous work, we have constructed the first-order Darboux transformation for the two-

dimensional nonlinear Hirota equation [1]. 
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here we define the components of the matrix S  as follows: 
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Lets find further multi-line soliton solutions using this Darboux transformation. 
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Multi-line soliton solutions 
Here in order to find one soliton solution we choose seed solution as is the 0 q . When 

solving a linear system under zero conditions, we obtain the following basic solution [11]: 

 













),(

),(

tygxi

tyfxi

e

e




  (9) 

 
here f  and g  - y  and t  periodic differential functions. 

2.1 The first multi-line soliton solution 
we can rewrite the equation (9) to this type: 
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we use the N-order Darboux transformation to obtain a linear colitis solution: 
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here  
 ,)42( 2

jjjjjjjj ctiyixii    

where ,j ,j jc  are random real constants and ,jjj idb  ,jjj inm   ,jjj ilkc   ,12(  j

),...,2,1 N . 
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,0,,,, lkmdb  lkmdb ,,,, - real constants. 

Then  1q ,  1 ,  1  we obtain a multi-line soliton solution for:  
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here
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Let's take 
 1q  as an example to analyze the distribution features of soliton, some parameters of which 

are affected. Using the calculated expressions, we can deduce from the equation the following physical 
properties of the solution (11 a): the amplitude  12d , the wave vector   )2,2(, 11 ndyx  , the 

frequency     111111 24 dmbnbd   , the soliton direction 
1

1

n

d
g  . From the figure it can be seen 

that the distribution of a linear soliton jd  depends on the change in magnitude. 

To visualize the results of the first multi-line soliton solution, we construct graphs of the expressions 
 1q ,  1  and  1  obtained with the help of Maple 2018: 
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Figure 1 - 3.1,2,2,1,, 1111  bmld    

and t=0 soliton solution for 
 1q  

Figure 2 - ,2,3.1,2,1,, 1111  mbld   

5,11 k  and t=0 soliton solution for 
 1  

 

 

Figure 3 - 5,1,,2,3.1,2,1,, 111111  knmbld   and t=0 soliton solution for 
 1  

 
We obtained first-order multi-linear soliton solutions using the Darboux transformation for the two-

dimensional nonlinear Hirota equation with given seed solution conditions. 
 
2.2 The second multi-line soliton solution 
Now we obtain three two-line soliton solutions for 2N . 
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   22 ,  values are considered in the same way. 
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To visualize the results obtained during the calculations on the second-order multi-linear soliton, we 

construct graphs of the formulas 
 2q ,  2  and  2  obtained with the help of Maple 2018: 

 

  
Figure 4 - ,1,1,,,, 133131  kkmlnd  

,5,1,,2,,,3,2.1 11333  nblbd   

and t=0 soliton solution for 
 2q  

Figure 5 - ,1,,,,,,,, 233331111 kmndldbn  

,,,,2,,,,,,,1, 3232113113  blm   

1,3 13  k  and t=0 soliton solution for 
 2  

 

 
Figure 6 - ,2,,,,,,,1,1,,, 2113112331   lmkknn ,3,,,,,4 133231  bb  

6.1,5,1,,,5.2 31313  dldm   and t=0 soliton solution for 
 2  

 
In this section, we obtained second-order multi-linear soliton solutions for the two-dimensional 

nonlinear Hirota equation with initial conditions. 3 decisions were obtained by introducing certain 
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designations. As a result, we constructed graphs of the exact expressions to visualize the results of the 
second multi-line soliton solution. 

Conclusions. In this article, we considered the first and second multi-line soliton solutions for two-
dimensional nonlinear Hirota equations using the Lax pair and Darboux transformation. We also provided 
graphical representation. The obtained result is used for further research of nonlinear integrable equations 
when finding different soliton solutions. 
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ЕКІ ӨЛШЕМДІ СЫЗЫҚТЫ ЕМЕС ХИРОТА ТЕҢДЕУІНЕ АРНАЛҒАН 

КӨП СЫЗЫҚТЫ ШЕШІМДЕР 
 
Аннотация. Қазіргі уақытта солитондар теориясы шеңберінде көп өлшемді сызықты емес интегралда-

натын теңдеулерді зерттеу мәселесі шетелдік және Қазақстандық ғалымдар үшін үлкен қызығушылық 
тудырады. Табиғатта кездесетін көптеген физикалық құбылыстарды сызықты емес интегралданатын теңдеу-
лер арқылы сипаттауға болады. Мұндай теңдеулердің нақты шешімдерін табу қатты дене физикасы, 
сұйықтар механикасы, плазма физикасы және сызықты емес оптика секілді түрлі ғылыми және инженерлік 
салаларда кездесетін құбылыстардың динамикасын зерттеуде маңызды рөл атқарады. Осындай теңдеулердің 
нақты және солитондық, солитон тәрізді шешімдерін алудың біршама әдісі бар: кері шашырау есебі әдісі, 
бисызықты Хирота әдісі, Дарбу түрлендіру әдісі, кері шашырау есебі әдісі тангенс және синус-косинус 
әдістері сияқты көптеген әдістер ұсынылған. 

Бұл жұмыста Шредингердің модификацияланған сызықты емес теңдеуі болып табылатын екі өлшемді 
Хирота теңдеуі зерттелінді. Сызықты емес Хирота теңдеуі интегралданатын теңдеудің бірі болып табылады 
және Хирота жүйесі көптеген сызықты емес құбылыстарды сипаттау үшін оптикалық талшықтар жүйесінің 
зерттеу аймағында, физика ғылымында, электрлік байланыс және басқа да инженерлік салаларда қолданы-
лады. Осы уақытта дейін екі өлшемді Хирота теңдеулер жүйесі үшін бірінші, екінші, n-ретті Дарбу түрлен-
діруі құрылған және солитондық, қиратушы толқынды шешімдері әр түрлі әдістермен анықталған.  

Бұл мақалада екі өлшемді сызықты емес Хирота теңдеулерін қарастырамыз. Лакс жұбын және Дарбу 
түрлендіруін қолдана отырып, біз осы теңдеуге арналған бірінші және екінші көп сызықты солитондық 
шешімдер алынды және осы шешімді графикалық бейнелеу мақсатында Maple 2018 бағдарламасы көмегімен 
әртүрлі уақытта көп сызықты солитондардың графиктері құрылды. 

Осы мақалада қолданылған әдісті басқа да сызықты емес комплексті теңдеулерді зерттеу барысында, 
олардың солитондық шешімдерді табу үшін пайдалануға болады. Сонымен қатар, алынған нәтижені Хирота 
теңдеуін одан әрі зерттеу үшін колдануға болады. 

Түйін сөздер. Екі өлшемді сызықты емес Хирота теңдеулері, сызықты емес интегралданатын теңдеулер, 
Лакс жұбы, Дарбу түрлендіруі, мульти-сызықты солитон шешімдері. 
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МУЛЬТИЛИНЕЙНЫЕ РЕШЕНИЯ ДЛЯ ДВУМЕРНОГО 

НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ ХИРОТЫ 
 
Аннотация. В настоящее время вопрос изучения многомерных нелинейных интегрируемых уравнений в 

рамках теории солитонов имеет большой интерес для зарубежных и казахстанских ученых. Многие 
физические явления, происходящие в природе, можно описать нелинейно-интегрированными уравнениями. 
Нахождение конкретных решений таких уравнений играет важную роль в изучении динамики явлений, 
происходящих в различных областях науки и техники, таких как физика твердого тела, механика жидкости, 
физика плазмы и нелинейная оптика. Существует несколько методов получения реальных и солитонных, 
солитоноподобных решений таких уравнений: метод обратной задачи рассеяния, билинейный метод Хироты, 
метод преобразования Дарбу, методы тангенса и синуса-косинуса.  
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В данной работе изучено двумерное уравнение Хироты, которое является модифицированным 
нелинейным уравнением Шредингера. Нелинейное уравнение Хироты является одним из интегрирующих 
уравнений, а система Хироты используется в области исследования волоконно-оптических систем, физики, 
телекоммуникаций и других инженерных областях для описания многих нелинейных явлений. К настоящему 
времени разработаны преобразования Дарбу первого, второго и n-го порядка для двумерной системы 
уравнений Хироты, а солитонные решения в виде разрушительных волн определены различными методами. 

В статье рассмотрены двумерные нелинейные уравнения Хироты. С использованием пары Лакса и 
преобразования Дарбу получены первое и второе мульти-линейные солитонные решения этого уравнения и 
для графического представления этого решения с помощью программы Maple 2018 были построены графики 
многолинейных солитонов в различное время. 

Метод, использованный в данной статье, может быть использован для изучения других нелинейных 
комплексных уравнений с целью поиска их солитонных решений. Кроме того, полученный результат может 
быть использован для дальнейшего изучения уравнения Хироты. 

Ключевые слова: двумерные нелинейные уравнения Хироты, нелинейные интегрируемые уравнения, 
пара Лакса, преобразование Дарбу, мультилинейные солитонные решения. 
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