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Abstract. Calculations for distribution the electromagnetic waves in the anisotropic environments (monoaxial 

and biaxial crystals) with application of the electromagnetic theory of Maxwell have certain difficulties. Within this 
theory by means of a covariant method various characteristics of reflected and broken waves on the boundary of the 
section of monoaxial and two-axis crystals in isotropic environment were considered. However the covariant method 
brings to difficult general aspects, and its use in a task of finding the direction of transfer of energy relating to the 
two-component crystal optical systems is presented as difficult or not amenable to the analytical decision. In this 
work the new method of calculation of distribution of electromagnetic waves through the two-component crystal 
optical systems is developed. 

 
 

УДК 533.09.01 
 

ЭЛЕКТРОМАГНИТТІ ТОЛҚЫНДАРДЫҢ 
 ЕКІ ҚҰРАМДЫ КРИСТАЛДЫ ОПТИКАЛЫҚ  

ЛИНЗАЛАРДАН ӨТУ ТЕОРИЯСЫ 
 

А. У. Умбетов 
 

Ы. Алтынсарин атындағы Арқалық мемлекеттік педагогикалық институты, Арқалық, Қазақстан 
 

Тірек сөздер: электромагниттік толқындар, екікомпонентті линзалар, анизотропты, Максвелл 
теориясы, ковариантты əдіс, есептеу əдісі, параксиалды жуықтау. 

Аннотация. Анизотропты (бір жəне екі ості кристалдар) ортада электромагнитті толқындардың тара-
луын есептеуге Максвелдің электромагнитті теориясын қолдану күрделі болып келеді. Осы теория шеңбе-
рінде ковариантты əдістің көмегімен бір жəне екі ості кристалдардың біртекті ортамен шекарасында ша-
ғылған жəне сынған толқындардың əр түрлі сипаттамалары үлкен қызығушылық туғызады. Соңғы кездері 
анизотропты ортада жарықтың таралуын талдауға қатысты əдіске жаңа қадамдар жасалынуда. Дегенмен де 
ковариантты əдіс күрделі өрнектерге алып келеді, олардағы энергияның тасымалдану бағытын екі құрамды 
кристалды оптикалық жүйелер үшін қолдану қиындық туғызады немесе аналитикалық шешуге мүмкіндік 
бермейді. Берілген жұмыста қойылған мақсаттарға жету үшін ең қарапайым жəне жеткілікті дəрежеде 
жалпылама болып келетін параксиалды жуықтау əдісі қолданылады. 

 
Анизатропты кристалдардан жасалынған оптикалық жүйелерді талдау жəне біріктіру тео-

риялық түрде жеке қызығушылық тудырумен қатар оптикалық-электронды қондырғыларды 
құрудағы практикалық қызығушылықты да тудырады. Құрастырылған оптикалық лазерлік 
өлшеуіш құралдар мəліметтерді жеткізуде, тасымалдауда жəне өңдеуде маңызды орын алады. 
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БЛ линзал

Л линзаның 
еңдеумен бе

                    

етіне дейінгі
цифрымен 
қталады. Ι 
рмен беріле
сындағы бұр
мен жарықты
ндағы φ Х 
асынан 0=ݖ

 

ы линзадан (БЛ

екарасының

ристалдың н

беріледі. о-т
толқын(кəді

діруге, опти
мүмкіндік б
қындардың 
латындығы 
өмегімен [5
ынған толқ
ектродинам
матрицалы

уын талдауғ
ускулалы т
н оның жи
гияның тас
лған [7]. Ко
бағытын ек
налитикалы

параксиалды
ғытымен ци
изациясының
ристалдың о
лар үшін қ
сəйкес сол

еріледі:  

                   

і қашықтық
(1-сурет) бе
жəне ΙΙ б

еді; аሬԦ1 = (1
рыш (1-суре
ың паралле
осі мен d-р
 М1 нүктесі

Л) электромагн

ң қыйсықтық

негізгі остер

толқын (кəд
імгі емес) ү

икалық екі 
беред і[1]. 
таралуын 
көптеген 

5] бір жəне 
қындардың 
микасының 
ы əдісі) [6] 
ға қатысты 
толқындық 
ілігі жəне 
сымалдану 
вариантты 
кі құрамды 
ық шешуге 

ы жуықтау 
иркулярлы 
ң осындай 
оптикалық 
құрылатын 
л жəне оң 

             (1)

қ. z=0 жəне 
елгілейміз. 
өліктердің 
,0,0) жəне 
ет). БЛ-дің 
ель сəулесі 
адиус-век-
іне дейінгі 

нитті  

қ радиусы. 

ріндегі ди-

дімгі) үшін 
үшін келесі 
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݊௘෦ ൌ
௡೐

ටଵାఋሺ௞ഢሬሬሬԦ௔ഢሬሬሬሬԦሻమ
,                                                                 (2) 

мұндағы КሬሬԦi (i=1,2) – сəйкес Ι жəне ΙΙ бөліктердегі бірлік толқындық ве    

δ = (ne
2 – n0

2) / n0
2.                                                                (3) 

о - жəне е – толқындар үшін бірлік толқындық вектор I бөлікте КሬሬԦi(0,0,1) түрінде беріледі жəне ол 
жарық сəулесінің таралу бағытымен сəйкес келеді. БЛ бөлігінің сфералық шекарасында о- жəне              
е-толқындардың өзара түрленуі жүреді. II бөліктегі вектор КሬሬԦ2 z осі арқылы өтетін жазықтықта 
жатады жəне φ бұрышымен анықталады жəне келесі түрде жазылады: 

 кଶሬሬሬԦ ൌ ሼ݀݊݅ݏଶܿ:߮ݏ݋		݀݊݅ݏଶ߮݊݅ݏ;  ଶሽ,                                         (4)݀ݏ݋ܿ

мұндағы α2 - КሬሬԦ2 жəне z осінің арасындағы бұрыш.  
Енді КሬሬԦ2 векторымен α2 бұрышына келесідей индекстер белгілейміз: (оо),(ое), (ео), жəне (ее). 

(оо) индексі о-толқынның поляризациясын сақтай сынуын көрсетеді, (ое) индексі түскен о 
толқынның сынған е толқынға түрленгенін көрсетеді, тағы сол сияқтылар. Барлығы төрт толқын 
сəйкес төрт шекті шарттар қарастырылуы тиіс.  

ଶߙ
଴଴ =0 мəніне тең.  

α2
ое бұрышы сфералық беттегі сыну заңынан анықталады.  

݊଴
ଶ ൤1 െ ሺ݇, ݊, ሻሬሬሬሬሬሬԦሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦଶ൨ ൌ

௡೐మ

ଵାఋሺ௞మ
೚೐ሬሬሬሬሬሬሬԦ௔మሬሬሬሬԦሻమ

ቂ1 െ ሺ݇ଶ
௢௘ሬሬሬሬሬሬԦ݊ଵሬሬሬሬԦሻଶቃ,                                         (5) 

мұндағы ሬ݊Ԧ1={
ௗ

ோ
 cosφ; 

ௗ

ோ
 sinφ; - ට1 െ

ௗమ

ோమ
 } – нормалдағы бірлік вектор. Сəуленің сфералық шекарамен 

қиылысу нүктесі келесідей координаттарға ие болады ሺ݀ܿ߮ݏ݋, ,߮݊݅ݏ݀ ߜ െ √ܴଶ െ ݀ଶሻ. (5) өрнегіне 
ሬ݊Ԧ, ሬ݇Ԧ1 ሬ݇Ԧ2

ое жəне Ԧܽ2 векторлардың мəнін қойып, алатынымыз: 

݊௢ଶ

݊௘ଶ
		
݀ଶ

ܴଶ
ሺ1 ൅ ଶ߮ሻݏ݋ܿߜ ൌ ሺ݀݊݅ݏଶ

௢௘ ൌ
݀
ܴ
ሻଶ 

осыдан шығатыны 

݀ଶ
	௢௘ ൌ

ௗ

ோ
ሺ
௡೚
௡೐
ඥ1 ൅ ଶ߮ݏ݋ܿߜ െ 1ሻ                                                        (6) 

ео- толқын үшін сфералық беттегі сыну заңы келесі түрде жазылады:  
௡೐మ

ଵାఋሺ௞భሬሬሬሬԦ௔భሬሬሬሬԦሻమ
ൣ1 െ ሺ݊ଵሬሬሬሬሬሬԦ݇ଵሬሬሬሬԦሻଶ൧ ൌ ቂ1 െ ሺ݊ଵሬሬሬሬሬሬԦ݇ଶ

௢௘ሬሬሬሬሬሬԦሻଶቃ ݊௢ଶ                                           (7) 

(7) өрнектен алатынымыз 

݀ଶ
௘௢ ൌ

ௗ

ோ
ሺ
௡೐
௡೚
െ 1ሻ                                                                   (8) 

ее- толқын үшін сфералық беттегі сыну заңы келесі түрде жазылады:  

 
௡೐మ

ଵାఋሺ௞భሬሬሬሬԦ௔భሬሬሬሬԦሻమ
ൣ1 െ ሺ݊ଵሬሬሬሬሬሬԦ݇ଵሬሬሬሬԦሻଶ൧ ൌ ቂ1 െ ሺ݊ଵሬሬሬሬሬሬԦ݇ଶ

௢оሬሬሬሬሬሬԦሻଶቃ
௡೐మ

ଵାఋሺ௞భሬሬሬሬԦ௔భሬሬሬሬԦሻమ
                                    (9) 

осыдан  ሬ݇Ԧ1, ሬ݊Ԧ1, ሬ݇Ԧ2
ee, Ԧܽ2 жəне Ԧܽ1 векторларлың мəндерін ескере отырып, алатынымыз : 

݀ଶ
	௢௘ ൌ

ௗ

ோ
ሺඥ1 ൅ ଶ߮ݏ݋ܿߜ െ 1ሻ                                                     (10) 

Енді БЛ линзадан шығатын сəуленің бірлік толқындық векторын келесі түрде жазамыз:  

кଷሬሬሬԦ ൌ ሼ݀݊݅ݏଷܿ:߮ݏ݋		݀݊݅ݏଷ߮݊݅ݏ;  ଷሽ                                               (11)݀ݏ݋ܿ

оо- толқын үшін алатынымыз: α2 
00 = 0.  

ео- толқын үшін z шекарада сыну заңы келесі түрде жазылады :  

݊௢ଶ ቂ1 െ ሺ݊ଵሬሬሬሬሬሬԦ݇ଶ
௢௘ሬሬሬሬሬሬԦሻଶቃ =ቂ1 െ ሺ݊ଵሬሬሬሬሬሬԦ݇ଷ

௢௘ሬሬሬሬሬሬԦሻଶቃ ,                                               (12)  

мұндағы ሬ݊Ԧ2=(0,0,1) – z жазықтыққа тұрғызылған нормаль.  
(11) өрнектен алатынымыз: 
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݀ଶ
௘௢ ൌ

ௗ

ோ
ሺ݊௘ െ ݊଴ሻ                                                                 (13) 

 ое- толқын үшін (1) шарты келесі түрде жазылады: 

 
௡೐మ

ଵାఋሺ௞మ
బ೐ሬሬሬሬሬሬሬԦ௔భሬሬሬሬԦሻమ

ቂ1 െ ሺ݊ଶሬሬሬሬሬሬԦ݇ଶ
௢௘ሬሬሬሬሬሬԦሻଶቃ ൌ ቂ1 െ ሺ݊ଶሬሬሬሬሬሬԦ݇ଷ

௢оሬሬሬሬሬሬԦሻଶቃ                                         (14) 

бұдан алатынымыз: 

ଷߙ
ое ൌ

ௗ

ோ
ሺ݊଴ െ

௡೐
ඥଵାఋ௖௢௦మట

ሻ                                                        (15) 

 ее - толқын үшін шекарадағы сыну заңы келесі түрде жазылады: 

௡೐మ

ଵାఋቀ௞మ
೐೐ሬሬሬሬሬሬሬԦ௔మሬሬሬሬԦቁ

మ ൤1 െ ቀ݊ଶሬሬሬሬԦ݇ଶ
௘௘ሬሬሬሬሬሬԦቁ

ଶ
൨ ൌ ൤1 െ ቀ݊ଶሬሬሬሬԦ݇ଶ

௘௘ሬሬሬሬሬሬԦቁ
ଶ
൨                                     (16) 

бұдан алатынымыз: 

ଷߙ
ее ൌ

ௗ

ோ
݊еሺ1 െ

௡೐
ඥଵାఋ௖௢௦మట

ሻ                                                       (17) 

(15) - (16) формулалар сəулелердің траекторияларын анықтауға мүмкіндік береді.  
II бөліктегі топтық жылдамдықтың бірлік векторын Ԧܵ белгілей отырып, келесі қатынаспен 

өрнектейміз:  
Ԧܵ ൌ ଵܽଶሬሬሬሬԦߤ ൅ ;ଶ݇ଶሬሬሬሬԦߤ 																																						ൣ Ԧܵ൧ ൌ 1                                      (18) 

 (11) өрнектен алатынымыз: 

 = (ԦܽଶሬሬሬሬԦݏ) 
௡еమሺ௞ሬԦమ௔ሬԦమሻ

ට௡೐
రሺ௞మሬሬሬሬԦ௔మሬሬሬሬԦሻమା௡೚

రൣଵିሺ௞మሬሬሬሬԦ௔మሬሬሬሬԦሻమ൧
                                                    (19) 

μ1 жəне μ2 коэффициенттерін келесі жолмен анықтаймыз. (18) теңдеуді квадраттаймыз: 

ଵߤ 
ଶ ൅ ଶߤ

ଶ ൅ ଶሺкሬԦଶаሬԦଶሻߤଵߤ2 ൌ 1	                                                       (20) 

(18) жəне (19) өрнектерден алатынымыз: 

ଵߤ	=(ԦܽଶሬሬሬሬԦݏ) ൅ ଶሺкሬԦଶаሬԦଶሻߤ ൌ
௡еమሺ௞ሬԦమ௔ሬԦమሻ

ට௡೐
రሺ௞మሬሬሬሬԦ௔మሬሬሬሬԦሻమା௡೚

రൣଵିሺ௞మሬሬሬሬԦ௔మሬሬሬሬԦሻమ൧
                                  (21) 

бұдан 
ԦܽଶሬሬሬሬԦݏ)

ଵߤ	=2(
ଶ ൅ ଶሺкሬԦଶаሬԦଶሻߤଵߤ2 ൅ ଶߤ

ଶሺкሬԦଶаሬԦଶሻ ൌ
௡еమሺ௞ሬԦమ௔ሬԦమሻ

ට௡೐
రሺ௞మሬሬሬሬԦ௔మሬሬሬሬԦሻమା௡೚

రൣଵିሺ௞మሬሬሬሬԦ௔మሬሬሬሬԦሻమ൧
                    (22) 

(20) өрнекті ескере отырып, 

ଶߤ ൌ
௡еమ

ට௡೐
రሺ௞మሬሬሬሬԦ௔మሬሬሬሬԦሻమା௡೚

రൣଵିሺ௞మሬሬሬሬԦ௔మሬሬሬሬԦሻమ൧
                                                (23) 

жəне (21) өрнегінің көмегімен алатынымыз: 

ଵߤ ൌ
ሺ௡еమି௡బ

మሻሺкሬԦమаሬԦమሻ

ට௡೐
రሺ௞మሬሬሬሬԦ௔మሬሬሬሬԦሻమା௡೚

రൣଵିሺ௞మሬሬሬሬԦ௔మሬሬሬሬԦሻమ൧
                                                 (24) 

(23) жəне (24) өрнектерді (18) өрнекке қоя отырып, алатынымыз: 

Ԧܵ ൌ
ሾሺ௡еమି௡బ

మሻሺкሬԦమаሬԦమሻ௔ሬԦమା௡బ
మ௞ሬԦమሿ

ට௡೐
రሺ௞మሬሬሬሬԦ௔మሬሬሬሬԦሻమା௡೚

రൣଵିሺ௞మሬሬሬሬԦ௔మሬሬሬሬԦሻమ൧
                                                  (25) 

(25) өрнек БЛ линзадағы е-сəуленің траекториясын анықтау үшін қажет. 
Бір ості исланд шпаты үшін (СаСОଷሻ݊଴ ൐ ݊௘, олай болса (15) өрнектен Ψ ൌ

π

ଶ
 болғанда 

ଷߙ
ое ൐ 0  мəнін аламыз. Бұл дегеніміз о-сəулесі БЛ шыққан кезде Z осінен алшақтайды. Сондықтан 

БЛ линзаға түсетін параллель сəулелер берілген поляризацияда шашырайтын болады. ео- жəне                      
ее- толқындар үшін (13) өрнектен жəне ߰ ൌ 0 болғанда (17) өрнектен ߙଷ

ео ൏ 0, ଷߙ
ее ൏ 0  мəндерін 

аламыз. Бұл дегеніміз ео- жəне ее- толқындар Z осін екі нүктеде қияды. Сонымен БЛ лизаның 
көмегімен жазық толқынды кеңістікте екі сфералық толқындарға бөле аламыз. Бұл сфералық тол-
қындардың Z осіндегі фокустары əр түрлі болады. Бұл құбылыстың практикада үлкен маңызы бар. 
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ТЕОРИЯ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН  
ЧЕРЕЗ ДВУХКОМПОНЕНТНЫЕ КРИСТАЛЛООПТИЧЕСКИЕ ЛИНЗЫ  

 
А. У.Умбетов 

 
Аркалыкский государственный педагогический институт им. И. Алтынсарина, Аркалык, Казахстан 

 
Ключевые слова: электромагнитные волны, двухкомпонентные линзы, анизотропные, теория Макс-

велла, метод расчета, параксиальное приближение.  
Аннотация. Расчеты по распространению электромагных волн в анизотронных средах (одноосных и 

двуосных кристалах) с применением электромагнитной теории Максволла имеют определенные трудности. 
В рамках этой теории с помощью ковариантного метода были рассмотрены различные характеристики 
отраженных и переломленных волн на границе раздела одноосных и двухосных кристаллов в изотропной 
средой. Однако коварионтный метод приводит к сложным общим выражениям, а его использование в зада-
че нахождения направления переноса энергии применительно к двухкомпонентным кристаллооптическим 
системам представляется затруднительным или не поддающимся аналитическому решению. В данной 
работе разработан новый метод расчета распростронения электромагнитных волн через двухкомпанентных 
кристаллооптических систем.  
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