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КЕЙБІР ҚОЛДАНБАЛЫ ЕСЕПТЕРДЕГІ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ 
ТЕҢДЕУЛЕРДІ ЖУЫҚТАП ШЕШУ ЖОЛДАРЫ 

 
М. Е. Есқалиев1, К. Абылбекова2, Ж. И. Есимбекова2 

 
1Казақ мемлекеттік қыздар педагогикалық университеті, Алматы, Қазақстан, 

2А. Байтұрсынов атындағы № 139 мектеп-гимназия, Алматы, Қазақстан 
 

Тірек сөздер: пішін, тербеліс, модель, дифференциал, тəсіл, параметр, амплитуда.  
Аннотация. Мақалада тұйық контур тербелісінің қарапайым дифференциалдық теңдеулері мен кейбір 

кездесетін екінші ретті дербес туындылы теңдеулерді жуықтап шешудің алгритмі жəне тəсілдері қарасты-
рылған.  

 
Математика физиктерді қызықтырып қана қоймай, сонымен қатар оны физикалық есептеді 

шешудегі негізгі құрал деп санаған. Есептерді шешудің бірінші тəсілі – эксперимент болса, екінші 
тəсілі математикалық талдау немесе модельдеу. Мұндай талдау нақты құбылысқа емес, осы 
құбылыстың кейбір математикалық моделіне пайдаланылады. Физикалық процесстердегі модель, 
осы процесстерді сипаттайтын коэффициенттері бар теңдеулерден тқрады. Жоғары дəлдіктегі 
жəне күрделі модельдер үшін аналитикалық шешуді алу салыстырмалы түрде аз кездеседі. 

Математикалық есептерді шешуде дəстүрлі əдістердің көп жағдайда шектеліп қалуы мүмкін. 
Мұндай жағдайда есептеулер жуықтама сандық əдістерге жүктеледі [1, 2]. 

Жақсы жағдайда бастапқы модельге қысқарту енгізе отырып, жуықтама шешімін табуға 
болады. Екі əдістің маңыздылығы: олар бірін-бірі толықтырып, нəтижелер алуда көп жеңілдіктер 
туғызады. 

1. Тербелмелі тұйық контур есебі. .Қарапайым жағдайда тербелмелі контур екпінді жоғал-
туды санай отырып өзіне конденсаторды, қарсыласты(кедергі) жəне индуктивті катушканы 
қосады.  

Контурдың сыртқы тізбесінде  

,LRC iiii                                                        (1) 
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мұндағы .,
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(1) теңдігінен тұйықталған сыртқы тезбек (і=0) кезінде дифференциаланғаннан кейін: 

.0
2

2

 L
LL i

dt

di

R

L

dt

id
LC                                                           (2) 

(2) теңдеуіндегі іL- тоғын х-қорытынды параметрге ауыстырып, оңаша контурдағы тербелісті 
сипаттайтын дифференциалдық теңдеу аламыз. 

,0
2

2

 bx
dt

dx
a

dt

xd
                                                           (3) 

Осындағы ,, 2
p

p b
Q

a 


  мұндағы 
pL

R
Q


  добротность; LCp  - Q>>1 кезіндегі 

əртүрлі контурдың жиілігі. (3) сызықты дифференциалдық теңдеуінің аналитикалық шешімі бар. 
Дербес түрде Q>>1 кезінде, шешімінің бір түрі бар: 

),cos()5.0exp()( tatAtx p                                             (4) 

мұндағы А t=0 кезіндегі тербеліс амплитудасы.  
Бастапқы кездегідей (3) дифференциалды теңдеуінің шешімін сандық əдіспен тапқан кездегі 

əдіске сүйене отырып Mathcad – тілінде программасын құруға түсініктеме береміз. 
Программада келесі белгілеулерді қолданамыз: 
T= Z<0> - уақыт, с; x=y1= Z<1>-тербелістің бірден мəні; 
DY=y2= Z<1>, x(t) функциясының бірінші туындысы. 
Программада бастапқы шарттары y-векторында көрсетілген. Графиктерден a>0 үлкен болған 

кезінде тербеліс контуры (4) теңдеуіне сəйкес өшеді, a=0 кезінде – тербеліс амплитудасы тұрақты, 
a<0 кезінде – тербеліс амплитудасы шексіз өседі. 

Rkadapt функциясының көмегімен сандық есептеулер нəтижесін (4)-формуласындағы жүргі-
зілген есептеулер нəтижелерімен салыстыруға болады. [программада Y1(t) функциясы түрінде 
берілген] жəне олардың дəл сəйкес келетіндіктеріне көз жеткізуге болады.  

a<0 кезіндегі өшу жағдайы Герц осцилляторындағы тербеліспен тура келеді. R – кері қарсы-
ласына сəйкес, a<0 жағдайы тербеліс амплитудасының шектеусіз жоғарлауына жəне соңғы нəти-
жеде тербелмелі жүйенің бұзылуына əкеліп соғады. a=0 мəніне сəйкес, тербелістің амплитудасын 
тұрақты алып отыру үшін, тербелмелі контурдағы жоғалтуды міндетті түрде нөлге теңестіру 

қажет, R  болуы керек. Бұл шешімге қалыпты кері байланыс тізбегінің көмегімен жетуге 
болады, осының көмегімен контурға қосымша энергия енгізіледі, осыда өзіндік жоғалтуының 
шығынын өтейді.  

Транзистордың сипаттамасы сызықсыз функциясымен анықталады. (3) сызықты теңдеуінің 
нəтижесінде сызықсыз теңдеуге түрленеді. Осы теңдеудің бірінші жақын аймағында, Ван-дер-
Поль[3, 4] деп аталатын теңдеу, мына түрге келеді: 

.0)1( 2
2

2

 bx
dt

dx
ax

dt

xd                                                      (5) 

(5) теңдеуіндегі сызықсыз мүше x(t) – тербелісінің кіші амплитудасында кері мəнге ие болады, 
олардың өсуін уақытқа байланысты қадағалайды жəне қалыпты - жоғары кезіндегі олардың шексіз 
өсуіне кедергі келтіреді. (3) теңдеуінің ең қиын сұлбасы келесі түрге ие болады: 

.0)1( 3
43

4
2

2
12

2

 xaxa
dt

dx
xaxa

dt

xd                                  (6) 

(5) мен (6) теңдеулерінің нақты аналитикалық шешімдері жоқ. (5) теңдеуі аналитикалық 
əдіспен шешілуі мүмкін, мысалы 1  кіші өлшемде жай өзгеретін амплитуда. (5) жəне (6) 
теңдеулерінің шешімдерін сандық əдіспен табуда ешқандай шектеу қойылмайды.  
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1.1. Дербес туындылы дифферециалды теңдеулерді ақырлы-айырымдық əдіспен шешу. 
Техника мен табиғатта жүретін процесстерге байланысты есептеуледің көбі дербес туындылы 
теңдеулермен сипатталады.  

Дербес туындылы дифференциалдық теңдеулерде екі жəне оданда көп айнымалылы, сызықты 
мен сызықсыз жəне əртүрлі ретті болуы мүмкін. Біз екі ғана айнымалымен шектелеміз, екіші 
реттен аспайтын, сызықты мен сызықсызға, бір айнымалысы t- уақыт, ал екіншісі x-координатасы 
болады.  
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мұндағы a, b, c – тұрақты коэффициенттер, F(y)- сызықсыз функция. (1.1)-(1.3) қанағаттандыратын 
y(t,x) – функциясы осы теңдеулердің шешімі немесе интегралы деп аталады. Теңдеулерді шешу 
үшін оның бастапқы жəне шекті шарттарын білуіміз керек.  

(1.1) жəне (1.2) сызықты теңдеулерде аналитикалық əдіспен алынған шешім бар, (1.3) сы-
зықсыз – жалпы жағдайда осындай шешімі жоқ. Дербес туындылы дифференциялды теңдеулерді 
жалпы əдіспен шешу, сандық əдіске жақын келеді. (1.1)-(1.3) теңдеулерді шешу əдісін қарасты-
рамыз.  

Толығымен тоқталайық, сандық əдісте бірінші ретті дифференциалды теңдеулерді шешу мына 
формулада жатыр: 
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yx  , - кіші өсімшелерді мына түрде береміз: 

,),( xyxFy   
Соңғы жазбаны пайдаланып, алдыңғы і - қадамдағы функция мəні белгілі, функциялардың 

мəндерін (і+1)-қадамда есептей алатын келесі рекурентті формуланы аламыз: 

,),(1 xyxFyy iiii                                                      (1.4) 

мұндағы x – аргументінің өзгеру қадамы. 
Функцияның бастапқы қадамы уі – деп берілуі керек. 
Одан кейін (1.4) сəйкес, біріншіден екіншіге, екіншіден үшінші қадамға өтіп жəне т.с.с. - 

үлкен аргументтің мəнімен кез келген n - қадам саны арқылы уі –функциясын есептеуге болады 
жəне nxxi )(  -аргунемттің мəні үлкен болған кездеде.  

Осы əдіспен берілген шешімнің қатесі x - қадамның өлшеміне байланысты, ол жеткілікті аз 
болуы тиіс. 

хі – нүктесіндегі у(х) – функциясының бірінші туындысы үшін, берілген нүктеде бір қадам 
төмен жəне жоғары қарай шегіне отырып, жазуға болады: 
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екі функцияның мəнімен оның туындысын есептеуге болады.  
(1.5) теңдеуіндегі ұқсас функцияның екінші ретті тундысы бойынша алатынымыз: 

,
2

)()(
),()( 1

/
1

/
///

x

xyxy
yxFxy ii

iii 


                                           (1.6) 

мұндағы 
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(1.7) пен (1.8)–ді (1.6)-ға қойып, у(х)- функциясының екінші ретті туындысын аламыз: 
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осы үш функцияның мəндерінен олардың екінші туындысын есептеуге болады.  
Əрбір интервалды тең ортасынан бөле отырып, x2 -ті өзгертіп, 1 жəне 2 туындылары үшін 

(1.5) пен (1.9) теңдеулерін түрлендіріп, мына түрге келтіреміз: 
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(1.10) жəне (1.11) формулаларындағы төменгі функциялардың туындыларын есептеу қара-
пайым ақырлы-айырымдық əдіске жатады.  

Бұл атау хі – нүктесінің маңайындағы функцияның туындысын, оның мəндерінің арасындағы 
айырмашылығын есептейді.  

y(t,x) – функциясы екі аргументтен тəуелді. Сол үшін, осыларды табу үшін екі координата 
бойынша қадам жасау керек, t  - қадамдағы t-уақытпен жəне x - қадамдағы х- коордиантамен 
белгілейміз Бұл əдісте y(t,x) – функциясын шешуде екі индексі болуы керек. yі,j. Mathcad тілінде 
құрастырған программаларға осы сипаттамаларды қолданамыз жəне екі координата бойынша 
есептеу жүргіземіз. 
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