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Abstract. This paper discusses methods for solving problems using stereometric properties of vectors. Methods 

of application properties of the scalar proyzvedeniya vectors to solve problems in a metric space are carriet out. The 
paper also shows the main vector of the formula used in streometry. The results of the work are useful for teachers of 
mathematics teaching in the senior forms. 

 
 

ОƏЖ 514.1 
 

ВЕКТОРЛАРДЫҢ СКАЛЯР КӨБЕЙТІНДІЛЕРІНІҢ  
ҚАСИЕТТЕРІН ПАЙДАЛАНЫП КЕҢІСТІКТЕ  

МЕТРИКАЛЫҚ ЕСЕПТЕРДІ ШЫҒАРУ ƏДІСТЕРІ 
 

М. Д. Шыныбаев1, Н. А. Касимова2 

  
1Оңтүстік Қазақстан педагогикалық институты, Шымкент, Қазақстан, 

 2Аймақтық əлеуметтік-инновациялық университеті, Шымкент, Қазақстан 
 

Тірек сөздер: векторлар, векторларды скаляр көбетіндісінің қасиеттері, геометриялық теңсіздіктер 
метрикалық есептер. 

Аннотация. Мақалада векторлардың аффиндік қасиеттерімен бірге, олардың скаляр көбейтінділерінің 
қасиеттерін пайдаланып кеңістіктегі метрикалық есептерді шығарудың əдістері қарастырылған.  
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Орта мектепте векторлар тақырыбын оқытқанымен оларды есептер шығаруда қолдануына аса 
көңіл бөлінбейді. Оқушылар математиканың теориясын қолданып өз бетінше есептер шығаруды 
үйренгенде ғана толық, нақты білім алған деп санау керек. Векторларды стереометриялық 
есептерді шығаруда қолдануды есептердің түрлеріне байланысты екі топқа бөлінді. Олар аффиндік 
жəне метрикалық деп аталды.  

Метрикалық мазмұны бар есептерді шығару əдістерін қарастырамыз. Аффиндік есептерге 
қарағанда метрикалық есептер ауқымы кеңірек. Метрикалық мазмұны бар есептерді шығаруда 
аффиндік əдістермен қатар векторлардың скаляр көбейтіндісі қолданылады.  

Метрикалық есептерді қойылымына байланысты келесідей бес топқа бөліп қарастыруға 
болады: арақашықтықтарды есептеу; бұрыштарды есептеу; векторларды жіктеу; нүктелер жиынын 
табу; геометриялық теңсіздіктер. Кейбір есептерді бірнеше түрге жатқызуға болады. Бұл топтағы 
есептер планиметриялық жəне стереометриялық болуы да мүмкін. 

Бұл топтағы есептерді қарастырар алдында мектеп матемаика курсының бағдарламасында 
кездесетін келесі метрикалық-векторлық формулалар келтіріледі:  

1. Кез келген үш нүкте А, В жəне С үшін  222

2

1
BCACABACAB 



 

2. Кез келген екі вектор 


a  жəне 


b  үшін 








 22 baba  

3. Нольдік емес екі вектор үшін 0





 

ba  орындалады егер ba   

4. Нольдік емес екі вектор 


a  жəне 


b  үшін 








 bababa //,  

5. Кез келген үш вектор 


a , 


b , 


c үшін 








  accbbacbacba 222222

2

 

6. Кез келген екі вектор 


a  жəне 


b  үшін 


 babababa ,  

7. Кез келген 4 нүкте DCBA ,,,  үшін  2222

2

1
BDACBCADCDAB   

Осы тақырыпқа шығарылатын бірнеше мысалдар қарастырамыз 
1-есеп. Радиусы R тең шеңбер ABC үшбұрышына сырттай сызылған. Осы шеңбердің центрі О 

нүктесінен АВС үшбұрышы бойынша салынған ABCD параллелограммының D төбесіне дейінгі 
қашықтықты табыңыздар. 

Шешуі: ABCD параллелограмм болғандықтан (1-сурет). 


 ODOCOBOA  2OD  табайық 


 OCOBOAOD  

2222222 2223 bRaRcRROD 


 немесе 22222 cbaROD   

Салдар: 2222 cRba   

Осыдан 2222 cRba   егер 0D  онда 0120C 30 BA  салдарда көрсетілген 
теңсіздіктен басқа да теңсіздіктер шығады:  

1. R
cba

2
sinsinsin




 болғандықтан ARa 222 sin4   

BRb 222 sin4  CRc 222 sin4  Осыдан CBA 222 sin
4

1
sinsin   

2. 
2

2cos1
sin 2 A

A


 ,      
2

2cos1
sin 2 B

B


 ,      
2

2cos1
sin 2 C

C


       болғандықтан,  
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,
2

2cos1

4

1

2

2cos1

2

2cos1 CBA 






 CBA 2cos1

2

1
2cos12cos1 

2

3
2cos2cos2cos  CBA . Бұл қарастырылған есептің шартын басқа түрде келтірсе болады: 

АВС үшбұрышының қабырғаларының ұзындықтары мен сырттай сызылған шеңбердік радиусы R 
берілген. Шеңбердің центрі О нүктесіне АВ қабырғасы бойынша симметриялы О1 нүктесінен 
бойынша С төбесіне дейінгі қашықтықты О1С табыңыздар.  

Егер үшбұрыштың қабырғалары берілсе жəне сырттай сызылған шеңбердік радиусы R 
берілсе. Бұл мəселенің шешімі 2-суреттен көрініп тұрғандай, шындығында СО1 АВ кесіндісінің 

ортасы М нүктесі бойынша ОД-ға симметриялы. Онда ODCO 1  осыдан 


 OCOBOACO1  
 

 
 
2-есеп. 1111 DCBABCDA  – параллепипеді берілген.  

Келесі теңдіктің орындалатынын дəлелдеңіздер. 
2

1
222

1
2

1

2

1 AAADABADACABAC   

Шешімі: Жалпы айтқанда параллепипедтің əр бір төбесінде 7 кесінді түйіседі. Параллеле-
пипедтің диагоналы, 3 жақтарының диагоналдары, 3 қыры. Осыдан үшжақтарының диагонал-
дарының квадраттарынан үш қырының квадраттарын алып тастасақ ол параллепипедтің диагона-

лының квадратына тең болады. 


 cAAbADaAB 1  


 cAAbaACcbaAC 11  



 caABcbAD 11 ,  демек 








 






 






 






  222

2222

cbacacbbacba  

B 

C 

 
2-сурет 

M

O
A 

D 

O 

A
A 

B 

C 

D 

O 

 
1-сурет 
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дəлелдеуіміз керек. Жақшаларды ашып жіберсек келесі тепе теңдікке келеміз: 




























 



cacbbacbacba 222222
2

. Осымен байланысты бірнеше теңдікті 

келтірсе болады:  

1. 








 






  22

22

22 bababa  

2. 












 






 



bababa 4
22

 

3.   















 






 






 






   222

222
2

9

1

3

1

3
accbbacba

cba
 

4.            
2

222222 





  dcbadbcbdacadcba  

Бұл төрт теңдіктер геометриялық тілде келесідей қасиеттерді сипаттайтынын көрсетеді: 
1. Параллелограммның диагоналдарының квадраттарының қосындысы оның барлық 

қабырғаларының квадраттарының қосындысына тең. 
2. Параллелограммның диагоналдарының квадраттарының айырымы оның қабырғаларының 

төрт еселенген көбейтіндісін олардың арасындағы бұрыштың косинусына көбейткендегіге тең 
болады. 

3. Үшбұрыштың кез келген нүктесінен олардың медианаларының қиылысу нүктесіне дейінгі 
ара қашықтық, осы нүктеден үшбұрыштың төбелеріне дейінгі ара-қашықтықтарының қосынды-
сының квадратының үштен бірінен үшбұрыштың қабырғаларының қосындысының квадратының 
тоғыздан бірін шегіріп тастағанға тең. 

4. Тетраэдрдің қарама-қарсы екі қырларының орталарын қосатын кесіндінің төрт еселенген 
квадраты қалған екі қосы қырларының квадраттарының қосындысынан осы қырларының қо-
сындысын алып тастағанға тең болады. 

3-есеп. Үшжақты бұрыштың үш жазық бұрыштары берілген. Осы үшжақты бұрыштың екі 
жақты бұрыштарын табыңыздар.  

 
 
Шешуі: Үш жақты бұрыштың қырларында О төбесінен бастап бірлік векторларды алайық 



 OClOBlOAl 321 ,,  ,,  


COABOC 


AOB  деп белгілейміз. Екі жақты бұрыш-

тарды CBA  ,,  деп алайық. 1B  жəне 1C  нүктелері B  жəне C  нүктелерінің ОА қырындағы 

проекциялары болсын. (3-сурет) онда CCCBBBBC 1111  . 
Осы теңдіктің екі жағын квадраттаймыз.  



3-сурет 

B

C

O

A 

B1

C1
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Сонда 


 CCBBCCCBBBBC 11
2

111
2

1
2 2  Себебі 0,0 111111 



CBCCCBBB ; Бірақ 

cos222 


BC ;  22
1

22
1 sin;sin  CCBB  



 ACCBBCCBB cossinsin1111  ; 

 coscos2coscos 22
2

11
2

11 





 



OBOCCB  

Осыдан 


 Acossinsin2coscos2coscossinsincos22 2222  , демек 


 Acossinsincoscoscos  . Осыдан 



sinsin

coscoscos
cos






A  бұл формула үшжақтар 

үшін ең маңызды формулалардың бірі болып табылады. Егер екі жазықтық перпендикуляр болса 

090


A  онда  coscoscos    
 

 
 
4-есеп. Екі өзара перпендикуляр айқас түзулер берілген p  жəне q  олардың векторлық 

теңдеулері :P  


 aOAOP  , :q  


 bOBOQ   мұндағы   мен   параметрлер R ,  ал 

1,1  ba  бірлік бағыттаушы векторлар. Бұл екі түзулердің ортақ перпединкуляры MN . 



MN  векторының 


ABba ,,  векторлары бойынша жіктелуін табыңыздар. 

Шешуі: 4-суреттен 


 aOAOM 1  


 BOBON 1  


 aBABMN 11   1  жəне 1  

табамыз. 


MN векторын скаляр түрде 


a  жəне 


b  векторларына көбейтеміз: 














0

0

11

11

babAB

aaAB




себебі 



 MNbMNa ,   

 


ba  болғандықтан ,1



 bAB   

Осыдан 








 






  bbABaaABABMN   

,1



 aAB



Q AM A 

O 

P 

N B 

b 4-сурет 
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Осы формуланы пайдаланып 


MN  ұзындығын яғни екі айқас түзулердің арасындағы ара 

қашықтықты табуға болады. 
Осы тақырыпқа шығарылған есептердің мазмұнын талдау арқылы келесідей қорытындыға 

келеміз.  
Біріншіден, векторлардың жіктелуіне берілген есептерде ең маңыздысы, вектор-ды базистік 

векторлар бойынша жіктелуі. Осы жіктелудегі коэффиценттерін пайдаланып: 
1. Арақашықтықпен бұрыштарды табуға болады; 
2. Параллел кесінділердің қатынастарын табуға болады; 
3. Жеке нүктелердің жазықтықтағы жəне кеңістіктегі орналасуының параметрлерін анықтауға 

болады; 
4. Нүктелер жиынын сипаттауға болады. 
Векторлардың базистік векторларға жіктелуіндегі коэффиценттерді табу, координаталар 

жүйесін ендіріп векторлардың координаталарын табумен сыбайлас екенін көреміз. 
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Аннотация. В работе рассматриваются методы решения стереометрических задач с применением 

свойств векторов. Проведены методы применения свойств скалярного пройзведения векторов для решения 
метрических задач в пространстве. В работе, также приведены основные векторные формулы применяемые 
в стреометрии. Результаты работы полезны для учителей математики преподающих в старших классах. 
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