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Аннотация. Построены интегральные граничные условия для эллиптических дифференциальных урав-
нений второго порядка с переменными коэффициентами, которые обобщают результаты в [2]. Мы также 
получили аналогичные результаты для полигармонических операторов.  

 
1. Введение. Пусть Ω ⊂ ܴௗ открытая ограниченная область c достаточно гладкой границей 

߲Ω. Рассмотрим эллиптическое дифференциальное уравнение второго порядка  

ሻݑሺܦ ൌ െ∑
డ

డ௫
ௗ
,ୀଵ ൬ܽ

డ௨

డ௫ೕ
൰  ∑ ܾሺݔሻ

డ௨

డ௫
ௗ
ୀଵ  ܿሺݔሻݑ ൌ ݂ሺݔሻ, ݔ ∊ Ω.                     (1) 

Функций ܽ, ܾ и ܿ вещественные функций, которые для удобства предполагаются С∞-функ-
циями.  

Определение 1. Вещественный скалярный линейный дифференциальный оператор второго 
порядка ܦ называется строго эллиптическим в , если существует гладкая функция ߛሺݔሻ  0 
такой, что 

 ∑ ܽߦ
ௗ
,ୀଵ ߦ   ଶ                                                           (2)|ߦ|ሻݔሺߛ

для всех ߦ ∈ ܴௗ. Если ߛ  0 константа независимая от ݔ и условие (2) выполняется для всех ݔ ∈ Ω, 
то ܦ называется равномерно строго эллиптическим.  

Определение 2. Пусть ݔ ∈ ܴௗ любая фиксированная точка. Тогда распределение ܧሺݔ, -ሻ назыݕ
вается фундаментальным решением дифференциального оператора ܦ (в ܴௗ), если она удовлет-
воряет уравнение 
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,ݔሺܧ௬൫ܦ	  ሻ൯ݕ ൌ ݔሺߜ െ  ሻ                                                              (3)ݕ
где ߜ является распределением Дирака (в обобщенном смысле). Как обычно в уравнении (3) 
обозначение 	ܦ௬ означает дифференцированию по ݕ.  

Для строго эллиптических операторов 	ܦ௬ может быть показано, по формуле Грин, что из 
уравнении (3) следует 

,ݔሺܧ௫൫ܦ	  ሻ൯ݕ ൌ ݔሺߜ െ   ሻ                                                             (4)ݕ
для любого фиксированного ݕ ∈ ܴௗ.  

Для общего дифференциального оператора, существование фундаментального решения 
является не тривиальным.  

Имеет место 
Лемма (Хермандер). [1] Пусть ܦ равномерный строго эллиптический оператор четного 

порядка с вещественными коэффициентами ܽ ∈ С
∞. Тогда для каждого компактной области 

Ωഥ ⊂ ܴௗ с ߲Ω ∈ С∞ существует локальное фундаментальное решение ܧሺݔ,  ሻ, которое С∞ функцияݕ
для всех переменных ݔ ് ,ݔ и ݕ ݕ ∈ Ωഥ . 

В разделе 2 этой работы, используя свойства фундаментальных решений, и мы построили 
корректную краевую задачу для дифференциального уравнения (1). В разделе 3 мы обобщили этот 
результат для полигармонических уравнений. На протяжении всей работы мы используем 
обозначения из [4]-[6]. 

2. Эллиптические уравнения второго порядка с переменными коэффициентами. Пусть 
Ωଵ ⊂ ⋯ ⊂ Ω ⊂ ܴௗ открытые ограниченные области с границами ߲Ω ∈ С

∞, ݅ ൌ 1,… , ݊, 
соответственно. По лемме Хермандера существует локальное фундаментальное решение ܧሺݔ,  ሻݕ
оператора ܦ для каждого Ω. Рассмотрим следующую функцию  

ሻݔሺݑ  ൌ  ,ݔሺܩ ݕሻ݀ݕሻ݂ሺݕ
Ω

                                                          (5) 
в Ω ⊂ Ωଵ, где  

,ݔሺܩ  ሻݕ ൌ
ଵ


∑ ,ݔሺܧ ሻݕ

ୀଵ ,ݔ  ݕ ∈ 	Ω.                                                  (6) 

Тривиальное наблюдение показывает, что и ݑሺݔሻ является решением (1) в . Цель этого 
раздела это – найти граничное условие такое, что с этим граничным условием уравнение (1) имело 
единственное решение в ܪଶሺΩሻ, которое являлось 	ݑሺݔሻ.  

Теорема 1. Для каждого ݂ ∊  ଶሺΩሻ (5) является единственным решением уравнения (1) (вܮ
 ଶሺΩሻ) с граничным условиемܪ

െ
௨ሺ௫ሻ

ଶ
  ߲జ௬ܩሺݔ, డΩݕሻ݀ݕሺݑሻݕ െ  ,ݔሺܩ ሻݕሺݑሻ൛߲జ௬ݕ െ ∑ ݊ ܾ

ௗ
ୀଵ ݕൟ݀ݑ ൌ 0డΩ , ݔ ∊ ߲Ω,            (7) 

где ߲జ௬ ൌ ∑ ݊
ௗ
,ୀଵ ܽ

డ

డ௫ೖ
 является конормальной производной и ݊ଵ, ݊ଶ, … . . . , ݊ௗ -компоненты 

вектора нормали на границе.  
Доказательства теоремы 1. Из (6) легко видеть, что ܩ фундаментальное решение оператора 

  в . Поэтому ܦ

ሻݔሺݑ ൌ න ,ݔሺܩ ݕሻ݀ݕሻ݂ሺݕ
Ω

 

решение уравнении (1) и принадлежит к ܪଶሺΩሻ для любого ݂ ∊  ଶሺΩሻ. Кроме того, следующееܮ
представление формулы может быть получено из обобщенной второй формулы Грина в 
пространстве Соболева [4]  

ሻݔሺݑ  ൌ  ,ݔሺܩ ݕሻ݀ݕሻ݂ሺݕ
Ω

  ߲జ௬ܩሺݔ, డΩݕሻ݀ݕሺݑሻݕ െ  

 ,ݔሺܩ ሻݕሺݑሻ൛߲జ௬ݕ െ ∑ ݊ ܾ
ௗ
ୀଵ డΩݕൟ݀ݑ                                                    (8) 

для каждого ݔ ∈ Ω. Из (5) и (8) означает, что 

න ߲జ௬ܩሺݔ, ݕሻ݀ݕሺݑሻݕ
డΩ

െන ,ݔሺܩ ሻݕ ቐ߲జ௬ݑሺݕሻ െ ݊ ܾ

ௗ

ୀଵ

ݕቑ݀ݑ ൌ 0
డΩ

 

для каждого ݔ ∈ Ω.  
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Используя свойств двойного и простого слоя потенциалов [4] при ݔ → ߲Ω, мы находим  

െ
௨ሺ௫ሻ

ଶ
  ߲జ௬ܩሺݔ, డΩݕሻ݀ݕሺݑሻݕ െ  ,ݔሺܩ ሻݕሺݑሻ൛߲జ௬ݕ െ ∑ ݊ ܾ

ௗ
ୀଵ ݕൟ݀ݑ ൌ 0డΩ ݔ  ∊ ߲Ω. 

Мы показали, что (5) является решением краевой задачи (1) с граничным условием (7) в 
 ଶሺΩሻ. Теперь докажем ее единственность. Если краевая задача имеет два решения, то функцияܪ
ߴ ൌ ݑ െ ଵݑ ∊   удовлетворяет однородное уравнение	ଶሺΩሻܪ

ሻߴሺܦ  ൌ െ∑
డ

డ௫
ௗ
,ୀଵ ൬ܽ

డణ

డ௫ೕ
൰  ∑ ܾሺݔሻ

డణ

డ௫
ௗ
ୀଵ  ܿሺݔሻߴ ൌ ݔ			,0 ∊ Ω,                      (9) 

и граничное условие (7), т.е.  

െ
ణሺ௫ሻ

ଶ
  ߲జ௬ܩሺݔ, డΩݕሻ݀ݕሺߴሻݕ െ  ,ݔሺܩ ሻݕሺߴሻ൛߲జ௬ݕ െ ∑ ݊ ܾ

ௗ
ୀଵ ݕൟ݀ߴ ൌ 0,డΩ ݔ ∊ ߲Ω.          (10) 

Так как в этом случае ݂ ≡ 0, вместо (8) имеем следующую формулу представлении 

ሻݔሺߴ ൌ  ߲జ௬ܩሺݔ, డΩݕሻ݀ݕሺߴሻݕ െ  ,ݔሺܩ ሻݕሺߴሻ൛߲జ௬ݕ െ ∑ ݊ ܾ
ௗ
ୀଵ డΩݕൟ݀ߴ                    (11) 

для каждого ݔ ∈ Ω. Как и выше, с помощью свойства двойного и простого слоя потенциалов при 
ݔ → ߲Ω, мы находим  

െ
ణሺ௫ሻ

ଶ
  ߲జ௬ܩሺݔ, డΩݕሻ݀ݕሺߴሻݕ െ  ,ݔሺܩ ሻݕሺߴሻ൛߲జ௬ݕ െ ∑ ݊ ܾ

ௗ
ୀଵ ݕൟ݀ߴ ൌ 0డΩ ݔ , ∊ ߲Ω.      (12) 

Сравнивая это с (10), приходим к 
ሻݔሺߴ  ൌ ݔ				,0 ∊ ߲Ω.                                                              (13) 

Однородное строгое эллиптическое уравнение второго порядка (9) с граничным условием 
Дирихле (13) имеет только одно тривиальное решение ߴ ≡ 0. Это показывает, что граничная 
задача (1) с граничным условием (7) имеет единственное решение в ܪଶሺΩሻ.  

Теорема 1 доказана. 
Пример. [2] Пусть ܦ оператор ߂ –Лапласа, ݊ ൌ 1 и Ωଵ ൌ ܴௗ, ݀  2 тогда 

ݔሺߝ െ ሻݕ ≔ ,ݔଵሺܧ ሻݕ ൌ

ە
۔

ۓ
1

ሺ݀ െ 2ሻݏௗ

1
ݔ| െ ௗିଶ|ݕ

,								݀  3,

െ
1
ߨ2

ݔ|݈݃ െ ݀																	,|ݕ ൌ 2
 

является фундаментальным решением оператора Лапласа в Ωଵ, ݏௗ ൌ
ଶగ


మ

гቀ

మ
ቁ
 является площадью 

поверхности единичной сферы в ܴௗ и |ݔ െ  .ݕ и ݔ стандартным евклидовым расстоянием между |ݕ
Поэтому вместо (5) имеем 

ሻݔሺݑ  ൌ  ݔௗሺߝ െ ݔ															,ݕሻ݀ݕሻ݂ሺݕ ∊ Ω	,
Ω

                                         (14)  
который является единственным решением 

 െݑ߂ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ,							ݔ ∊ Ω		                                                        (15) 
с граничным условием 

െ
௨ሺ௫ሻ

ଶ
 

డఌሺ௫ି௬ሻ

డ
డΩݕሻ݀ݕሺݑ െ  ݔௗሺߝ െ ሻݕ

డ௨ሺ௬ሻ

డ
ݕ݀ ൌ 0డΩ ݔ , ∊ ߲Ω,                     (16) 

где 
డ

డ
 обозначает внешнюю нормальную производную в точке ݕ на ߲Ω. 

3. Полигармонические уравнения. Пусть Ωଵ ⊂ Ωଶ … . . . ⊂ Ω ⊂ ܴௗ открытые ограниченные 
области с границами ߲Ω ∈ С

∞, ݅ ൌ 1,… , ݊, соответственно. По лемме Хермандера существует 
локальное фундаментальное решение ܧሺݔ,   ሻ полигармонического уравненияݕ

 ሺെ߂௫ሻݑሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ						݉ ൌ 1,2, …	                                                (17) 
для каждого Ω. 

Рассмотрим следующую функцию 

ሻݔሺݑ  ൌ  ,ݔሺܩ ݕሻ݀ݕሻ݂ሺݕ
Ω

                                                           (18) 
в Ω ⊂ Ωଵ, где 

,ݔሺܩ  ሻݕ ൌ
ଵ


∑ ,ݔሺܧ ሻݕ

ୀଵ ,ݔ , ݕ ∈ 	Ω.                                                 (19) 
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Тривиальное наблюдение показывает, что и (18) является решением (17) в . Цель этого 
раздела это – найти граничное условие такое, что с этим граничным условием уравнение (1) имело 
единственное решение в ܪଶሺΩሻ, которое совпадает с (18). 

Теорема 2. Для каждого ݂ ∊  ଶሺΩሻ (18) является единственным решением уравнения (17) вܮ
 ଶሺΩሻ с граничными условиямиܪ

െ
ଵ

ଶ
ሺെ߂௫ሻݑሺݔሻ 

∑ 
డ

డ
൫െ߂௬൯

ିଵି
,ݔ,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

ା
ሻ݀ܵ௬డΩݕሺݑ െିିଵ

ୀ

∑  ൫െ߂௬൯
ିଵି

డΩ ,ݔ,ௗሺܩ ሻݕ
డ

డ
൫െ߂௬൯

ାିିଵ
ୀ ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ ൌ 0, ݅ ൌ 0,݉ െ 1തതതതതതതതതതത, ݔ ∊ ߲Ω          (20) 

где 
డ

డ
ൌ ݊ଵ

డ

డ௬భ
 ⋯ ݊

డ

డ௬
-нормальная производная на границе и ݊ଵ, ݊ଶ, … . . . , ݊ௗ -компоненты 

единичной нормали.  
Доказательства Теоремы 2. Применяя формулу Грина (для каждого ݔ ∊ Ω) получаем 

ሻݔሺݑ ൌ න ,ݔ,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

ݕሻ݀ݕሺݑ

డΩ

ൌ න ൫െ߂௬൯ܩ,ௗሺݔ, ௬൯߂ሻ൫െݕ
ିଵ

ݕሻ݀ݕሺݑ 
డΩ

න
,ݔ,ௗሺܩ߲ ሻݕ

߲݊௬
൫െ߂௬൯

ିଵ
ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ

డΩ

െන ,ݔ,ௗሺܩ ሻݕ
߲൫െ߂௬൯

ିଵ
ሻݕሺݑ

߲݊௬
݀ܵ௬

డΩ

ൌ න ൫െ߂௬൯
ଶ
,ݔ,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

ିଶ
ݕሻ݀ݕሺݑ

డΩ

න
߲ሺെ߂ሻܩ,ௗሺݔ, ሻݕ

߲݊௬
൫െ߂௬൯

ିଶ
ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ

డΩ

െන ሺെ߂ሻܩ,ௗሺݔ, ሻݕ
߲൫െ߂௬൯

ିଶ
ሻݕሺݑ

߲݊௬
݀ܵ௬

డΩ

න
,ݔ,ௗሺܩ߲ ሻݕ

߲݊௬
൫െ߂௬൯

ିଵ
ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ െ න ,ݔ,ௗሺܩ ሻݕ

߲൫െ߂௬൯
ିଵ

ሻݕሺݑ

߲݊௬
݀ܵ௬

డΩడΩ
ൌ ⋯ ൌ 

ሻݔሺݑ 

∑ 
డ

డ
൫െ߂௬൯

ିଵି
,ݔ,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ


ሻ݀ܵ௬డΩݕሺݑ െିଵ

ୀ

∑  ൫െ߂௬൯
ିଵି

డΩ ,ݔ,ௗሺܩ ሻݕ
డ

డ
൫െ߂௬൯

ିଵ
ୀ ݔ ,ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ ∊ Ω,                                (21) 

где 
డ

డ
ൌ ݊ଵ

డ

డ௬భ
 ⋯ ݊

డ

డ௬
-нормальная производная на границе и ݊ଵ, ݊ଶ, … . . . , ݊ௗ -компоненты 

единичной нормали. Это означает, тождество 

∑ 
డ

డ
൫െ߂௬൯

ିଵି
,ݔ,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ


ሻ݀ܵ௬డΩݕሺݑ െିଵ

ୀ

∑  ൫െ߂௬൯
ିଵି

డΩ ,ݔ,ௗሺܩ ሻݕ
డ

డ
൫െ߂௬൯

ିଵ
ୀ ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ ൌ ݔ ,0 ∊ Ω.                        (22) 

Когда ݔ → ߲Ω, используя свойства двойного и простого слоя потенциалов, из (22) получим  

െ
ଵ

ଶ
ሻݔሺݑ 

∑ 
డ

డ
൫െ߂௬൯

ିଵି
,ݔ,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ


ሻ݀ܵ௬డΩݕሺݑ െିଵ

ୀ

														∑  ൫െ߂௬൯
ିଵି

డΩ ,ݔ,ௗሺܩ ሻݕ
డ

డ
൫െ߂௬൯

ିଵ
ୀ ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ ൌ ݔ					,0 ∊ ߲Ω	.                  (23) 

Таким образом, это соотношение является одним из граничных условий (18). Выведем 
остальные граничные условия. Для этого мы устанавливаем 

 ሺെ߂௫ሻିሺെ߂௫ሻݑሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ						݅ ൌ 0,݉ െ 1തതതതതതതതതതത, ݉ ൌ 1,2, …                            (24) 
и проводим подобные вычисления, как и выше, 
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ሺെ߂௫ሻݑሺݔሻ ൌ න ൫െ߂௬൯

,ݔ,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

ି
൫െ߂௬൯


ݕሻ݀ݕሺݑ ൌ

Ω
 

න ൫െ߂௬൯൫െ߂௬൯

,ݔ,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

ିିଵ
൫െ߂௬൯


ݕሻ݀ݕሺݑ 

Ω
 

න
߲
߲݊௬

൫െ߂௬൯

,ݔ,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

ିିଵ
൫െ߂௬൯


ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ െ

డΩ
 

න ൫െ߂௬൯

,ݔ,ௗሺܩ ሻݕ

߲
߲݊௬

൫െ߂௬൯
ିିଵ

൫െ߂௬൯

ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ ൌ

డΩ
 

න ൫െ߂௬൯
ଶ
൫െ߂௬൯


,ݔ,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

ିିଶ
൫െ߂௬൯


ݕሻ݀ݕሺݑ 

Ω
 

න
߲
߲݊௬

൫െ߂௬൯൫െ߂௬൯

,ݔ,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

ିିଶ
൫െ߂௬൯


ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ െ

డΩ
 

න
߲
߲݊௬

൫െ߂௬൯൫െ߂௬൯

,ݔ,ௗሺܩ ሻݕ

߲
߲݊௬

൫െ߂௬൯
ିିଶ

൫െ߂௬൯

ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ 

డΩ
 

න
߲
߲݊௬

൫െ߂௬൯


,ݔ,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ
ିିଵ

൫െ߂௬൯

ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ െ

డΩ
 

 ൫െ߂௬൯

,ݔ,ௗሺܩ ሻݕ

డ

డ
൫െ߂௬൯

ିିଵ
൫െ߂௬൯


ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ ൌడΩ …= 

න ൫െ߂௬൯
ି

൫െ߂௬൯

,ݔ,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ


ݕሻ݀ݕሺݑ 

Ω
 

 න
߲
߲݊௬

൫െ߂௬൯
ିିଵି

డΩ
൫െ߂௬൯


,ݔ,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ


൫െ߂௬൯


ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ െ

ିିଵ

ୀ

 

 න ൫െ߂௬൯
ିିଵି

డΩ
൫െ߂௬൯


,ݔ,ௗሺܩ ሻݕ

߲
߲݊௬

൫െ߂௬൯

൫െ߂௬൯


ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ ൌ

ିିଵ

ୀ

 

ሺെ߂௫ሻݑሺݔሻ  
߲
߲݊௬

න ൫െ߂௬൯
ିିଵି

డΩ
൫െ߂௬൯


,ݔ,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ


൫െ߂௬൯


ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ

ିିଵ

ୀ

െ 

∑  ൫െ߂௬൯
ିିଵି

డΩ ൫െ߂௬൯

,ݔ,ௗሺܩ ሻݕ

డ

డ
൫െ߂௬൯


൫െ߂௬൯


ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ

ିିଵ
ୀ , ݔ ∊ Ω, 

где ൫െ߂௬൯

,ݔ,ௗሺܩ  ሻ являются фундаментальными решениями полигармонического уравненияݕ

(24); т.е. 

	ሺെ߂௫ሻି൫െ߂௬൯

,ݔ,ௗሺܩ ሻݕ ൌ ݔሺߜ െ ݅						 ሻݕ ൌ 0,݉ െ 1തതതതതതതതതതത. 

От предыдущих соотношений мы получим тождества 

ሻݔሺݑܫ ≔  න
߲
߲݊௬

൫െ߂௬൯
ିଵି

డΩ
,ݔ,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

ା
ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ

ିିଵ

ୀ

െ 

 න ൫െ߂௬൯
ିଵି

డΩ
,ݔ,ௗሺܩ ሻݕ

߲
߲݊௬

൫െ߂௬൯
ା

ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ

ିିଵ

ୀ

ൌ 0 

ݔ ∊ ߲Ω	, 		݅ ൌ 0,݉ െ 1തതതതതതതതതതത. Используя свойства двойного и простого слоя потенциалов как ݔ → ߲Ω, мы 
находим 
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െ
ଵ

ଶ
	ሺെ߂௫ሻݑሺݔሻ 

∑ 
డ

డ
൫െ߂௬൯

ିଵି
,ݔ,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

ା
ሻ݀ܵ௬డΩݕሺݑ െିିଵ

ୀ

∑  ൫െ߂௬൯
ିଵି

డΩ ,ݔ,ௗሺܩ ሻݕ
డ

డ
൫െ߂௬൯

ାିିଵ
ୀ ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ ൌ 0, ݔ ∊ ߲Ω.		                    (25) 

И все являются граничными условиями (18). От этого классического подхода (переходя к 
пределу) можно легко показать, что формулы (25) остаются в силе для всех ݑ ∊  [4]. И	ଶሺΩሻܪ
наоборот, покажем, что если функция ߱ ∊ ሻ߱߂ሺെ	 ଶሺΩሻ удовлетворяет уравнениеܪ ൌ ݂ и 
граничные условия (20), то оно совпадает с решением (18). В самом деле, в противном случае 
функция 

ߴ ൌ ݑ െ ߱ ∊  ଶሺΩሻܪ
где ݑ является (18), удовлетворяет однородное уравнение 

 					ሺെ߂ሻߴ ൌ 0                                                                     (26) 
и граничные условия (20), т.е. 

ሻݔሺߴܫ ≔ െ
1
2
	ሺെ߂௫ሻߴሺݔሻ   න

߲
߲݊௬

൫െ߂௬൯
ିଵି

డΩ
,ݔ,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

ା
ሻ݀ܵ௬ݕሺߴ

ିିଵ

ୀ

െ 

∑  ൫െ߂௬൯
ିଵି

డΩ ,ݔ,ௗሺܩ ሻݕ
డ

డ
൫െ߂௬൯

ା
ሻ݀ܵ௬ݕሺߴ

ିିଵ
ୀ ൌ 0                           (27) 

ݔ ∊ ߲Ω	, 		݅ ൌ 0,݉ െ 1തതതതതതതതതതത. 
Применяя формулу Грина к функции ߴ ∊ -ଶሺΩሻ и следуя линии вышеуказанных рассужܪ

дений, мы получим  

0 ൌ න ൫െ߂௬൯

,ݔ,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

ି
൫െ߂௬൯


ݕሻ݀ݕሺߴ ൌ

Ω
 

න ൫െ߂௬൯൫െ߂௬൯

,ݔ,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

ିଵ
ݕሻ݀ݕሺߴ 

Ω
 

න
߲
߲݊௬

൫െ߂௬൯


,ݔ,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ
ିଵ

൫െ߂௬൯

ሻ݀ܵ௬ݕሺߴ െ

డΩ
 

න ൫െ߂௬൯

,ݔ,ௗሺܩ ሻݕ

߲
߲݊௬

൫െ߂௬൯
ିଵ

ሻ݀ܵ௬ݕሺߴ ൌ ⋯ ൌ
డΩ

 

	ሺെ߂௫ሻߴሺݔሻ   න
߲
߲݊௬

൫െ߂௬൯
ିଵି

డΩ
,ݔ,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

ା
ሻ݀ܵ௬ݕሺߴ

ିିଵ

ୀ

െ 

∑  ൫െ߂௬൯
ିଵି

డΩ ,ݔ,ௗሺܩ ሻݕ
డ

డ
൫െ߂௬൯

ା
																		ሻ݀ܵ௬ݕሺߴ

ିିଵ
ୀ ݔ  ∊ Ω	,			݅ ൌ 0,݉ െ 1തതതതതതതതതതത. 

Переходя к пределу при ݔ → ߲Ω, следовательно, мы получим соотношения 
	ሺെ߂௫ሻߴሺݔሻ|௫∊డΩ ൌ ሻ|௫∊డΩݔሺߴܫ ൌ 0,	 ݅ ൌ 0,݉ െ 1തതതതതതതതതതത                             (28) 

Единственность решения краевой задачи 
ሺെ߂ሻߴ ൌ 0						 

	ሺെ߂ሻߴ|௫∊డΩ ൌ 0,	 ݅ ൌ 0,݉ െ 1തതതതതതതതതതത  
следует, что ߴ ൌ ݑ െ ߱ ≡ ݔ∀ ,0 ∊ Ω, т.е. ߱ совпадает с (18). Таким образом (18) является 
единсвенным решением краевой задачи (17), (20) в . 

Теорема 2 доказано. 
Замечание. Это следует из теоремы 2, что ядро (19), которая является одним из фунда-

ментальных решений полигармонического уравнения (17), является функцией Грина краевой 
задачи (17), (20) в . 

 
ЛИТЕРАТУРА 

 
[1] Hormander L., The analysis of linear partial differential operators, I-IV, – 1985. – Springer-Verlag Berlin.  



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 2. 2015 
 

 
35 

[2] Kalmenov T. Sh., Suragan D. To spectral problems for the volume potential // Doklady Mathematics, – 2009. – No 80, 
– P. 646-649. 

[3] Kalmenov T. Sh., Suragan D. Boundary conditions for the volume potential for the polyharmonic equation // Differen-
tial Equations, – 2012. – No 48, – P. 604-608. 

[4] Hsiao G.C., Wendland W.L. Boundary Integral Equations. – 2008. – Heidelberg.  
[5] McLean W., Strongly elliptic systems and boundary integral equations, – 2000. Cambridge Univ. Press, Cambridge UK. 
 

REFERENCES 
 

[1] Hormander L., The analysis of linear partial differential operators, I-IV, Springer-Verlag Berlin, 1985.  
[2] Kalmenov T. Sh., Suragan D. To spectral problems for the volume potential, Doklady Mathematics, 2009. No 80, 646-649. 
[3] Kalmenov T. Sh., Suragan D. Boundary conditions for the volume potential for the polyharmonic equation, Differential 

Equations, 2012. No 48, 604-608. 
[4] Hsiao G.C., Wendland W.L. Boundary Integral Equations. Heidelberg, 2008. .  
[5] McLean W., Strongly elliptic systems and boundary integral equations, Cambridge Univ. Press, Cambridge UK, 2000. 

 
 

АЙНЫМАЛЫ КОЭФФИЦИЕНТТІ ЭЛЛИПТИКАЛЫҚ  
ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР ҮШІН ШЕГАРАЛЫҚ ИНТЕГРАЛДЫҚ ШАРТТАР 

 
Т. Ш. Кəлменов, Д. Сұраған  

 
Тірек сөздер: шекаралық интегралдық шарт, эллиптикалық теңдеу, шектік есеп. 
Аннотация. Жұмыста екінші ретті айнымалы коэффициентті эллиптикалық дифференциалдық теңдеу-

лер үшін [2]-ші жұмыстағы нəтижелерді жалпылайтын шегаралық интегралдық шарттар ұсынылады. Жəне 
де полигармоникалық операторлар үшін де ұқсас нəтижелер алынған. 
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