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О ЗАДАЧЕ НА СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ  
ОПЕРАТОРА КОШИ-РИМАНА С ОДНОРОДНЫМИ  
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Международный Казахско-Турецкий университет им. А. Ясауи, Туркестан, Казахстан, 
Институт математики и математического моделирования КН МОН РК, Алматы, Казахстан 

 
Ключевые слова: оператор Коши-Римана, пространство непрерывных функций, фредгольмовость, 

резольвентное множество, задача типа Дирихле, ядро, детерминант Фредгольма. 
Аннотация. В настоящей статье рассмотрена задача на собственные значение оператора Коши-Римана 

с однородными краевыми условиями типа задачи Дирихле, где редуцирована квазисингулярному интеграль-
ному уравнению, и вычислен индекс, а также установлена условие нетеровости. 

 
Краевые условия, представляющие собой соотношения между значениями искомых функций, 

вычисленными в различных (переменных) точках, лежащих на границе, или внутри рассматри-
ваемой области, возникающие в теплопроводности, были сформулированы В.А.Стекловым [1], а в 
газовой динамике – Ф.И. Франклем [2]. А.М. Нахушевым [3, 5] были поставлены и изучены сразу 
несколько задач данного типа, а для их названия предложен термин «со смещением». В статьe 
А.В.Бицадзе и А.А.Самарского [4] впервые исследована задача «со смещением внутрь области». 
Содержание последних публикаций привело к осознанию качественной новизны краевых задач со 
смещениями для теории дифференциальных уравнений в частных производных. В последних 
публикациях [6] для уравнений Бицадзе-Лыкова поставлена задача со смещением с операторами 
Кобера-Эрдейи и М. Сайго в краевом условии, а также исследованы вопросы единственности и не 
единственности решения задачи при различных функциях и значениях констант, входящих в 
краевые условия. В работах [5] исследованoсостояние краевых задач со смещением для основных 
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типов уравнений в частных производных. Краевая задача со смещением для уравнения Карлемана-
Векуа с сингулярной точкой изучался в работах [7]. Обилие публикаций, где изучаются все более 
общие ситуации, производит иногда впечатление, что теория краевых задач «со смещением» уже 
завершена. Здесь, однако, имеется ряд менее изученных, но важных вопросов, в частности, задача 
о собственных значениях или об их аналитическом описании с помощью, например, асимпто-
тических разложений. Применяемые сейчас методы функционального анализа и метод сведения к 
модельным уравнениям путем интегральных преобразований недостаточны для того, чтобы 
получить такую детальную информацию. С другой стороны, вряд ли можно надеяться получить, 
например, решение задачи на собственные значения для дифференциальных уравнений с част-
ными производными в столь же явном виде, как это было сделано в аналогичной ситуации для 
обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Общность перечисленных выше вопросов для уравнений с частными производными вынуж-
дает в дальнейшем наложить на изучаемые операторы ряд весьма жестких ограничений. Выяс-
нение правильных постановок задач и исследование специфических свойств решений для «неклас-
сических» уравнений удобно начинать с рассмотрения идеализированных моделей, например, с 
рассмотрения уравнений с постоянными коэффициентами. 

В связи с вышеизложенным, целью настоящей работы является:  
- Исследование задачи на собственные значение для оператора Коши-Римана с однородными 

краевыми условиями типа задачи Дирихле 
( )

( ) ( ), 1,
z

z f z z
z

 
  


                                                          (1) 

Re   ( ) 0z  , | | 1z  ,                                                                   (2) 

Im (0) 0, 0z   ,                                                                      (3) 

где  - спектральный параметр. 
Описание общих регулярных краевых задач для дифференциального выражения Коши-

Римана,  разработаны Дж.Ф. Нейманом, М.И. Вишиком, А.А. Дезиным и в 1982 году М. Отел-
баевым, А.Н. Шыныбековым [8].  

С другой точки зрение вопросы разрешимости и поведения решения краевой задачи для 
обобщенного уравнения Коши-Римана глубоко изучались в работах [9-11]. Краевые задачи для 
обобщенной системы Коши-Римана с негладкими коэффициентами исследовались в работах [12]. 

В функциональном пространстве (| | 1)C z   рассмотрим операторы K , порождаемые диффе-
ренциальной операцией Коши-Римана 

( )
( )

z
K z

z








                                                                  (4) 

где  
1

,    ,    
2

z x iy z x iy i
z x y

  
     

  

 
 
 

 на множестве 

 ( ) ( ) (| | 1), (| | 1)D K z C z C z
z





    


. 

Считаем, что оператор K имеет непустое резольвентное множество  (K). Не умоляя 
общности, предполагаем, что   

0 ( )K                                                                         (5) 

т.е. существует ограниченный оператор K –1. В работе [8] описано множество операторов {K} со 
свойством (5). 

Наиболее глубокие результаты при исследовании спектра эллиптических операторов имеются 
в работах [13]. В общем случае спектр эллиптического оператора существенно определяется 
спектральными свойствами граничного оператора. Однако выяснение зависимости спектра 
оператора Коши-Римана в исходных терминах граничных условий представляет актуальную 
(нерешенную) проблему. В работах [14, 15] исследована задача на собственные значения для 
оператора Коши-Римана с нелокальными краевыми условиями, в [16] с краевыми условиями типа 
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Бицадзе-Самарского, где спектральная задача редуцирована к квазисингулярному интегральному 
уравнению с непрерывным ядром. Основным результатом работы являются следующие 

Теорема 1. Решение спектральной задачи (1)-(3) определяется по формуле  

zz
z

ezueiC
d

z

z
u

i

e
z 
















  )()( 
2

)(
1||

,                                    (6) 

причем для вещественной функции )(zu  на окружности 1|| z  справедливо следующее 
квазисингулярное интегральное уравнение 

| | 1 | | 1

( ) ( )
( ) ( )  ( , , ) ( ) 0

2

b z u
a z u z d H z u d

i z 

     
  

  
 � � , 1|| z ,                       (7) 

где ( ) , ( )z z z za z e e b z e e       ,
1

( , , )
2

z ze e z
H z

i z

 

 
  


  


 – непрерывное ядро.  

КонстантаС  из общего решения (6) представимa в виде 

| | 1

1
Im (0) Im  ( ) (0) ,

2

d
u iC u

i 

 
 

 
     

 
�  

Im (0) 0C   . 
Доказательство. Для доказательства теоремы общее решение уравнения (1), т.е. (6) 

подставляем в граничное условие (2). Тогда 

| | 1

Re( ( )) Re  ( ) ( ) 0,| | 1.
2

z
z ze z d

z u iCe u z e z
i z


 



  
  

 
        

�  

Распишем  вещественную часть комплексного числа в виде полусуммы комплексного числа и 
сопряженного, тогда приходим к соотношению при | z | = 1 

2

| | 1 | | 1

 ( ) ( )  ( ) ( )
12 2

z z
z z z z

z d
e z d e z

u iCe u z e u iCe u z e
zi z i

z
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�                    (8) 

Использовав условие (3), исключим вещественную константу С из последнего равенства. Так 

как 
d


 чисто мнимое число, учитывая, что ( )u  - вещественная функция, получим  

| | 1

1
Im  ( ) (0) 0

2

d
u iC u

i 


 

 
     

 
� , 

при z = 0.. Отсюда имеем C = 0. Обозначая через 
zz eeza  )( ,  ( ) z zb z e e   , 

1
( , , )

2

z ze e z
H z

i z

 

 
  


  


 в равенстве (8), приходим к (7). 

Итак, спектральная задача (1) – (3) редуцирована квазисингулярному интегральному урав-
нению (7). Теорема 1 доказана. 

Теорема 2. Квазисингулярное интегральное уравнение (7) для ( )u   нётерово при условии, 

когда 0ze  . Больше того, индекс нётера   1

1
ln( ( ) ( )) za z b z

i    равен нулю при 0ze  , 
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где   1z  - означает приращение функции, заключенной в квадратные скобки, при обходе 

1|| z  в положительном направлении [17]. 

Доказательство. Поскольку выражения ( ) ( )a z b z  и ( ) ( )a z b z  комплексно сопряжены, 

следовательно, индекс   выражается формулой 
1

1
arg( ( ) ( ))z a z b z

i    , здесь 1z  , 

arg( ( ) ( ))a z b z  - приращение arg( ( ) ( ))a z b z  вдоль 1|| z , пробегаемом в положительном 

направлении. 
Нётеровость уравнения (7) определяется неравенствами ( ) 0a z   или ( ) 0b z   при всех 

1|| z . Следовательно, нётеровость нарушается при выполнении  

0

0

z z
z z

z z

e e
e e

e e

 
 

 

    
 

. 

Таким образом, нётеровость гарантируется при 2 0ze  .  

Известно ([17], стр. 126), что  arg( ( ) ( )) (2 ) Imza z b z Arg e z    . Здесь учтено, что 

b(z) - чисто мнимая, a(z) - вещественная функция. Пусть окружность | z | = 1 обходится против 

часовой стрелки. Найдем индекс 
1

1
Im( )z z

   .  Для вычисления приращения мнимой части 

z  заметим, что когда z делает один оборот против часовой стрелки вдоль единичной 

окружности, величина z  совершает такой же оборот вдоль окружности радиуса |  |. При этом 

мнимая часть z  изменяется на вертикальном отрезке от –|  | до |  | дваждый: один раз 
проходит от –|  | до |  | вверх, а затем совершает тот же путь в обратном направлении. Итак, 

приращение мнимой части величины z  равно нулю, когда z делает один оборот вдоль 
единичной окружности. Следовательно, индекс   квазисингулярного интегрального уравнения 
(7) равен нулю. Теорема 2 доказана. 

В заключении  автор выражает благодарность академику НАН РК М. Отелбаеву и д.ф.-м.н., 
профессору Б.Е. Кангужину за плодотворное обсуждение результатов. 
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ОПЕРАТОРЫНЫҢ МЕНШІКТІ МƏНДЕРІН ЗЕРТТЕУГЕ БЕРІЛГЕН ЕСЕП ТУРАЛЫ 
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Аннотация. Дирихле тектес есебі түріндегі біртекті шекаралық шарттармен берілген, Коши-Риман 
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