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ABOUT AN ANALYTIC SOLUTION  
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THE PROCESS OF SECOND HARMONIC GENERATION  
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Key words: metamaterial with zero refractive index, second harmonic generation, FDTD method. 
Abstract. On the basis of the classical Maxwell's equations the corresponding wave equations are derived for 

description of multiwave interactions in transition metamaterials whose refractive index varies along the sample 
from positive to negative values. The phenomenon of second harmonic generation is predicted in the transition layer 
near the point at which the refractive index turns zero, even at low intensities of the fundamental pumping wave. An 
analytical solution of the corresponding equations are found and specific recommendations are developed for the 
construction of a compact second harmonic generator based on transition metamaterials. Second harmonic gene-
ration process was investigated in metamaterials, refractive index, which varies from negative to positive values. 
Shows that zero-point refractive index increases dramatically the amount field of the fundamental wave pumping, 
resulting in non-linear effects even for the weak intensity falling on the pattern of the waves.  

When the wavelength of characteristic size of structures in the metamaterials a record of non-local effects. In 
this regard, it should be noted that there is some optimal thickness of transition layer in which the efficient 
conversion of energy into a second harmonics will construct an efficient generator. 

 
 

УДК 535:530.182 
 

ОБ АНАЛИТИЧЕСКОМ РЕШЕНИИ УРАВНЕНИЯ, 
ОПИСЫВАЮЩЕГО ПРОЦЕСС ГЕНЕРАЦИИ  

ВТОРОЙ ГАРМОНИКИ В ПЕРЕХОДНЫХ МЕТАМАТЕРИАЛАХ 
 

Ж. А. Кудышев1, А. Е. Давлетов1, И. Р. Габитов2, А. Кисан1, Е. С. Мухаметкаримов1 
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Ключевые слова: метаматериал с нулевым показателем преломления, генерация второй гармоники, 

метод FDTD. 
Аннотация. На основе классических уравнений Максвелла выведены уравнения, описывающие много-

волновое взаимодействие в переходных метаматериалах, показатель преломления которых меняется вдоль 
образца от положительных до отрицательных значений. Предсказано явление генерации второй гармоники в 
переходном слое, вблизи которого коэффициент преломления обращается в нуль, даже при слабых интен-
сивностях фундаментальной волны накачки. Получены аналитические решения соответствующих уравнений 
и разработаны конкретные рекомендации для создания компактного генератора второй гармоники на 
переходном метаматериале. 
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Введение. В 2001 Роджер Валсер из Университета Остин в Техасе ввел в употребление 
термин метаматериалы [1]. Этим термином обозначались структурированные композиты, свойства 
и предельные характеристики которых существенно отличались от характеристик обычных 
материалов, встречающихся в природе. Позже этот термин был подхвачен и введен в широкое 
употребление Американским Оборонным Агентством Перспективных Исследований (DARPA) в 
контексте программы «DARPA Metamaterials», стартовавшей в 2001 году. 

С 2001 года интерес научной общественности к метаматериалам демонстрирует только 
устойчивый рост, о чем свидетельствует экспоненциальное увеличение числа публикаций. Этот 
интерес подогревается большими перспективами приложений метаматериалов в фотонике [2-5], 
информационных технологиях [6], наноэлектронике [7], биомедицине [8-9] и т.д. В настоящее 
время продемонстрированы уникальные возможности для манипулирования световыми потоками, 
что привело к значительному прогрессу в области трансформационной оптики [10]. В частности, 
большую известность получили эксперименты с невидимостью [11-13], оптическими иллюзиями, 
световыми переключателями, а также эксперименты по созданию материалов с заданным про-
странственным распределением оптических характеристик. Большие успехи достигнуты в 
технологии сенсоров сверхвысокой чувствительности, обеспечивающих регистрацию всего лишь 
нескольких молекул [14]. Другим примером является использование метаматериалов для создания 
оптических приборов с разрешающей способностью выше дифракционного предела [15, 16]. 
Впечатляющие возможности метаматериалов были продемонстрированы на примере создания 
нанолазера [17] (известного в литературе как спазер [18]), размер которого много меньше длины 
излучаемой волны. 

Генерация второй гармоники в переходном слое метаматериала. Физика явления резо-
нансного усиления поля в переходных метаматериалах может быть описана следующим образом. 
Для падающих поперечных магнитных волн (так называемые TM-волны) тонкий слой, вблизи 
которого показатель преломления близок к нулю, может быть рассмотрен как очень тонкий 
конденсатор, способный накапливать значительную энергию электрического поля, которая 
ограничена на практике диссипативными явлениями и дисперсией волн. При этом особо следует 
подчеркнуть, что накопление энергии возможно только при касательном падении света на слой с 
нулевым показателем преломления, так как в этом случае электрическое поле волны имеет 
компоненту, совпадающую с направлением преимущественного распространения волны. В силу 
того, что вектор электрического смещения должен оставаться непрерывным электрическое поле 
должно неограниченно возрастать, так как диэлектрическая проницаемость стремится к нулю. Это 
и приводит к возможности сильного увеличения напряженности электрического поля и прояв-
лению нелинейных эффектов даже при слабых интенсивностях падающих волн. 

Изучим резонансное усиление поля в переходных метаматериалах с квадратичной нелиней-
ностью, которое способно привести к созданию очень компактных генераторов второй гармоники 
при слабых интенсивностях падающих волн. На рисунке 1(а) схематически показано касательное 
падение электромагнитной волны на переходный слой метаматериала. На частоте фундаменталь-
ной волны ߱ଵ реальная часть линейного коэффициента преломления ݊ሺ߱ଵ, ሻݔ ൌ ,ଵሺ߱ଵߝ ,ଵሺ߱ଵߤሻݔ  ሻݔ
постепенно меняется от положительного до отрицательного значения, как показано на рисунке 
1(b), в то время как мнимая часть возрастает с координатой, как показано на рисунке 1(с). Для 
волны второй гармоники ߱ଶ ൌ 2߱ଵ считается, что знак реальной части коэффициента преломления 
остается положительным вдоль всего образца. Вдоль оси ݕ переходный слой считается одно-
родным. Отметим, что отрицательность показателя преломления обычно достигается использо-
ванием плазмонного резонанса в металлических наноструктурах, а значит распространение волн 
должно сопровождаться значительными потерями энергии. Поэтому мы считаем, что потери 
энергии на фундаментальной частоте существенно выше, чем на частоте волны второй гармоники, 
как показано на рисунке 1(с). Нелинейная компонента коэффициента преломления предполагается 
пространственно однородной и определяется нелинейной восприимчивостью второго порядка ߯ሺଶሻ.  

В дальнейшем считается, что волна накачки и генерируемая ей волна второй гармоники 

представляют собой ТМ-поляризованные волны со следующими компонентами: ܪሬሬԦሺ௝ሻ ൌ ሼ0,0, ௫ܪ
ሺ௝ሻሽ и 

ሬԦሺ௝ሻܧ ൌ ሼܧ௫
ሺ௝ሻ, ௬ܧ

ሺ௝ሻ, 0ሽ, где индексы ݆ ൌ 1,2 соответствуют фундаментальной волне и второй гармонике  
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Рисунок 1 – (a) Схема падения ТМ-поляризованной волны внутри переходного слоя толщиной ܮ;  

(b) Пространственное распределение реальной части коэффициента преломления ௝݊ሺݔሻ ൌ ඥߝ௝ሺݔሻߤ௝ሺݔሻ  
на фундаментальной частоте (сплошная линия) и частоте волны второй гармоники (штриховая линия);  

с) Пространственное распределение мнимой части коэффициента преломления на фундаментальной частоте  
(сплошная линия) и частоте волны второй гармоники (штриховая линия) 

 
соответственно. В этом случае система волновых уравнений, описывающих данный процесс, 
принимает вид: 

 

ሻݔଵሺߝ 
ௗ

ௗ௫
൤ ଵ

ఌభሺ௫ሻ

ௗு෩೥
ሺభሻ

ௗ௫
൨ ൅

ௗమு෩೥
ሺభሻ

ௗ௬మ
൅

ఠభ
మ

௖మ
෩௭ܪሻݔଵሺߤሻݔଵሺߝ

ሺଵሻ ൌ ߨ4
௜ఠభ

௖
ቈߝଵሺݔሻ

ௗ

ௗ௫
ቆ
௉෨೤
ሺభሻ

ఌభሺ௫ሻ
ቇ െ

ௗ௉෨ೣሺభሻ

ௗ௬
቉,            (1) 

 

 
ௗమு෩೥

ሺమሻ

ௗ௫మ
൅

ௗమு෩೥
ሺమሻ

ௗ௬మ
൅

ఠమ
మ

௖మ
෩௭ܪଶߤଶߝ

ሺଶሻ ൌ ߨ4
௜ఠభ

௖
ቈ
ௗ௉෨೤

ሺమሻ

ௗ௫
െ

ௗ௉෨ೣሺమሻ

ௗ௬
቉.                                      (2) 

 
Здесь ෨ܲሺ௝ሻ – нелинейная поляризация фундаментального поля ෨ܲሺଵሻ ൌ ߯ሺଶሻሺܧ෨ሺଵሻሻ∗ܧ෨ሺଶሻ и поля волны 
второй гармоники ෨ܲሺଶሻ ൌ ߯ሺଶሻሺܧ෨ሺଵሻሻଶ, ܿ – скорость света в вакууме.  

Так как среда является однородной вдоль оси ݕ, то магнитные компоненты полей волн могут 

быть записаны в виде ܪ෩௭
ሺ௝ሻ ൌ Φ௝ሺݔሻexp	ሺ݅݇௬

ሺ௝ሻݕሻ. Тогда уравнения (1) и (2) можно переписать в виде: 
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ௗఌభ
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మ
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   ൌ 4π
௜ఠభ

௖
ቈߝଵ

ௗ
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ቆ
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ቇ െ
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ௗ௬
቉ ݁ି௜௞೤

ሺೕሻ௬,              (3) 

 
ௗమΦమ
ௗ௫మ

൅ ቀఠమ
మ

௖మ
ଶߤଶߝ െ ሺ݇௬

ሺଶሻሻଶቁΦଶ ൌ ߨ4
௜ఠమ

௖
ቈ
ௗ௉෨೤

ሺమሻ

ௗ௫
െ

ௗ௉෨ೣሺమሻ

ௗ௬
቉ ݁ି௜௞೤

ሺೕሻ௬.             (4) 

 
Если волна накачки падает продолжительное время, а нелинейные эффекты малы, то правую 

часть уравнения (3) можно положить равной нулю и оно становится независимым от уравнения 
(4). Следует отметить, что в этом случае дифференциальное уравнение (3) описывает распростра-
нение электромагнитной волны через переходным слой, которое было рассмотрено в [19]. 
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Уравнение (4) для волны второй гармоники может быть приведено к следующему виду: 
 

ௗమΦమ
ௗζమ

൅ ଶΦଶߢ ൌ  ሺζሻ,                                 (5)ܨ

где ߢଶ ൌ
ఠమ
మ

௖మ
ଶߤଶߝ െ ሺ݇௬

ሺଶሻሻଶ, ζ ൌ  безразмерная координата, а L – эффективная толщина – ܮ/ݔ

переходного слоя.  
Это известное дифференциальное уравнение, описывающее вынужденные колебания осцил-

лятора под действием внешней силы ܨሺζሻ, которая в данном случае определяется фундамен-
тальной волной накачки. Правую часть уравнения (5) можно переписать как: 

 

ሺζሻܨ ൌ ሺଶሻ߯ߨ8
௜ఠమ

௖
ቈܧ෨௬

ሺଵሻ ௗா෨೤
ሺభሻ

ௗζ
െ ෨௬ܧ଴ሻሺߠሺ	଴sinߚ݅

ሺଵሻሻଶ቉ exp	ሺെ݅∆݇௬ݕሻ,             (6) 

 

где ∆݇௬ ൌ ݇௬
ሺଶሻ െ 2݇௬ଵ ൌ ݇௬

ሺଶሻ െ 2݇଴sin	ሺߠ଴ሻ – фазовая расстройка между y-компонентами волновых 
векторов фундаментальной волны и волны второй гармоники, а ߚ଴ ൌ ݇଴ܮ – обезразмеренный 
волновой вектор ݇଴. Здесь мы предположили, что ∆݇௬ ൌ 0, а соответствующее пространственное 
распределение ܨሺζሻ показано на рисунке 2(a). 

Общее решение уравнения (5) может быть получено в следующей форме: 
 

Φଶሺζሻ ൌ Φଶ
ା ൅ Φଶ

ି ൌ Cାሺζሻ expሺ݅ߢζሻ ൅ Cିሺζሻ expሺെ݅ߢζሻ,                (7) 
 

где  Cାሺζሻ ൌ
ଵ

ଶ௜఑
׬ ߟሻ݀ߟߢሺെ݅	ሻexpߟሺܨ
ζ

ா೘೔೙
,     Cିሺζሻ ൌ െ

ଵ

ଶ௜఑
׬ ߟሻ݀ߟߢሺ݅	ሻexpߟሺܨ
ζ

ா೘೔೙
. 

Это решение показывает, что порождаемая волна второй гармоники представляет собой 
суперпозицию волн, сгенерированных в прямом и обратном направлениях с амплитудами Cାሺζሻ и 
Cିሺζሻ соответственно. Пространственные распределения реальных частей поля волн второй гармо-

ники  ܪ෩௭
ሺଶሻ, порожденных в прямом и обратном направлениях, показаны на рисунке 2 (b). 

Используя материальные уравнения для волны второй гармоники, электрические компоненты 
могут быть найдены в виде: 

 

௫ܧ
ሺଶሻ ൌ

ଵ

ఌమ
൤ ௜௖

ఠమ௅

డு෩೥
ሺమሻ

డక
െ ෨௫ܧሺଶሻሺ߯ߨ4

ሺଵሻሻଶ൨,                (8) 

 

௬ܧ
ሺଶሻ ൌ െ

ଵ

ఌమ
൤ ௜௖

ఠమ௅

డு෩೥
ሺమሻ

డక
൅ ෨௬ܧሺଶሻሺ߯ߨ4

ሺଵሻሻଶ൨,               (9) 

 
где ߦ ൌ   .безразмерная координата –  ܮ/ݕ

Как видно из полученных выше выражений, в случае наклонного падения волн в области 

«нулевой» точки ζ଴ второй член, пропорциональный ሺܧ෨௫
ሺଵሻሻଶ, дает главный вклад в x-компоненту 

поля волны второй гармоники. Пространственное распределение абсолютной величины ܧ௫
ሺଶሻ пока-

зано на рисунке 2(c). Поэтому можно сделать вывод, что при непрерывной накачке взаимо-
действие фундаментальных волн приводит к сильному усилению волны второй гармоники вблизи 
«нулевой» точки. 

Заключения и выводы. В данной работе исследовался процесс генерации второй гармоники 
в метаматериалах, коэффициент преломления которых меняется от отрицательных до поло-
жительных значений. Показано, что вблизи точки с нулевым показателем преломления резко 
возрастает величина поля фундаментальной волны накачки, что приводит к появлению нели-
нейных эффектов даже для слабых интенсивностей падающих на образец волн. 
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Рисунок 2 – (a) Зависимость абсолютной величины внешнего |ܨሺζሻ| от ζ при фиксированной величине ߯ሺଶሻ ൌ 0.001  
и различных значений углов падения: сплошная линия – ߠ ൌ 30°; штриховая линия – ߠ ൌ 0;  

(b) Пространственное распределение реальной части ܪ෩௭
ሺଶሻ волны второй гармоники, сгенерированной  

в прямом (сплошная линия) и обратном (штриховая линия) направлениях при фиксированном угле падения ߠ ൌ 30°	;  
(c) Пространственное распределения абсолютной величины электрического поля ܧ௫

ሺଶሻ волны второй гармоники 
от ζ при фиксированном угле падения ߠ ൌ 30° 

 
С практической точки зрения эффективная генерация второй гармоники достигается при 

неколлинеарном взаимодействии волн, а с увеличением толщины переходного слоя соответст-
вующие интенсивности должны уменьшаться вследствие потерь энергии. Поэтому чем тоньше 
слой, тем лучше будет построенный генератор. Однако, создание очень тонких метаматериальных 
слоев с высоким градиентом оптических свойств является нетривиальной технической задачей. 
Кроме этого, при достижении длиной волны характерных размеров структур в метаматериале 
необходим учет нелокальных эффектов. В связи с этим следует отметить, что существует неко-
торая оптимальная толщина переходного слоя, при которой эффективное преобразование энергии 
во вторую гармонику позволит сконструировать соответствующий эффективный генератор. 
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