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Key words: rod, head, section, energy, potential, deformation, temperature. 
Abstract. In work at first method of minimization of full thermal energy defines a field of distribution of 

temperature on length of a core which both ends is rigidly jammed.  
Partially insulated rod members in practice are the main constituent elements of many machines and working 

under the influence of axial forces variable coordinate temperature, heat flux and heat transfer. With such complex 
effects study of thermoelastic stress-strain state is partially insulated rod becomes very challenging. Such problems 
arise in the design of machines used in metallurgical, chemical, petrochemical, food, meat, dairy and many other 
industries where working bodies, in addition to the mechanical load test and thermal stresses that are inevitable 
because of the principle, and (or) destination operation of these machines. 

Presence of a partial thermal protection, a thermal stream and heat exchange is thus considered. Further 
substituting the distribution of temperature found the law in expression functional potential energy of elastic defor-
mation and minimizing it on central values of elastic moving of applied discrete square-law final elements the resol-
ving system of the linear algebraic equations is under construction. Solving the last there is a field of elastic moving 
of components deformation and pressure and also value of arising compressing effort and thermo-elastic pressure. It 
is considered series of variants.  

  
 

УДК 539.3 
 

ЖЫЛУ АҒЫНЫМЕН ЖЫЛУ АЛМАСУЛАР ƏСЕРІНДЕГІ  
ШЕКТІ ҰЗЫНДЫҚТАҒЫ СТЕРЖЕННІҢ  

ТЕРМОФИЗИКА-МЕХАНИКАЛЫҚ КҮЙІН ЗЕРТТЕУ 
  

М. Мусайф1, М. О. Ноғайбаева2, А. Қ. Құдайқұлов1 
  

1С. Сейфуллин атындағы Қазақ Агротехникалық университеті, Астана, Қазақстан, 
2Əл-Фараби атындағы Қазақ Ұлттық уиверситеті, Алматы, Қазақстан 

 
Тірек сөздер: стержен, жылу, қима, энергия, потенциал, деформация, температура. 
Аннотация. Жұмыста толық жылу энергиясын минимизациялау əдісі арқылы екі жағы бекітілген стер-

женнің бойымен жылудың таралу өрісі анықталады.  
Тəжірибеде бөліктеп жылу оқшауланған стержендік элементтер көптеген машиналарда жəне осьтік 

күштер айнымалы əсерінен жұмыс істейтін температура, жылу ағыны жəне жылу беруді үйлестіру қарас-
тырылады. 

Берілген жылу көздерінде стерженнің беріктілігін сақтау үшін оның көлденең қима ауданының тиімді 
мөлшерін есептеу қажет. Ішінара жылу оқшауланған стержендердің жылу серпімді деформацияланған күйін 
зерттеу өте күрделі есептерге жатады.Мұндай есептер металлургиялық химиялық, нефтехимиялық, тамақ, ет 
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жəне сүт жəне басқа өндірістің машина жасау салаларында, механикалық жүктемеден басқа жылу кернеу 
жүктемесі болуы жағдайында кездеседі. 

Сондықтан да ішінара жылу оқшаулау, жылу ағыны мен жылу алмасу əсерлері ескеріледі. Табылған 
жылудың таралу заңын серпімді деформацияның потенциалды энергиясының функционал өрнегіне қоя 
отырып, оларды дискретті квадраттық соңғы элементтерді қолданатын серпімді қозғалыстардың түйіндік 
мəндері бойынша минимизациялап, шешілетін сызықтық алгебралық теңдеулер жүйесіне салынған.  

Соңғы жүйенің шешімі арқылы деформация компоненттерінің жəне кернеудің серпімді қозғалыстар 
өрісі, сондай-ақ, қысу күшінің жəне термо-серпімді кернеудің мəндері табылды. Түрлі нұсқалары ұсынылды. 

 
Мұнай-газ өңдеу, мұнай-химия жəне метал өндіру зауыттармен газогенераторлық электро-

станциялар, реактивті жəне іштей жану двигательдерінің көптеген негізгі құрылым элементтері 
стержендік элементтер болып жұмыс істетіледі. Олар үнемі күрделі жылу өрістері əсерінде 
жұмыс жасайды. Мұндай процесте жұмыс істетілетін стержендерде жылу өрісі əсерінен пайда 
болатын кернеулер мен сығушы күштер, кейде рұқсат етілген мөлшерден асып кетіп, құрылым 
элементтерінің қирауына алып келеді. Сондықтан да жылу ағыны мен жылу алмасу əсерінде 
жұмыс жасайтын стержендік құрылым элементтерінің термо-кернеулік күйлерін зерттеу, 
өндірістің немесе двигателдердің үздіксіз жұмыс жасауын қамтамасыз етуге көмектеседі.  Мысалы 

ұзындығы ][смL , көлденең қима ауданы ][ 2смF  ұзындығы бойынша тұрақты болған екі шеті 

мықтап бекітілген стерженді қарастырайық. Стерженнің қимасының радиусы ][смr  болсын. 

Стержен материалының жылу өткізгіштік коэффициенті )]/([ СсмВтK xx
 , жылудан кеңею коэф-

фициенті ]/1[ C , материалдың серпімділік модулі ]/[ 2смкГE  болсын. Стерженнің мықтап 
бекітілген екі шетіндегі көлденең қима ауданы арқылы оны қоршап тұрған сыртқы ортамен жылу 

алмассын. Мұнда жылу алмасу коэффициенті )]/([ 2
1 СсмВтh  , ал орап тұрған сыртқы ортаның 

температурасы ][1 CTco
  болсын. Сонымен қатар стерженнің бүйір бетінің ba xxx   

);(  ba xLx  бөлігіне ]/[
)(

sin)( 2смВт
xx

x
Axq

ab 



 жылу ағыны түсіп тұрсын. Стержен-

нің қалған axx 0  жəне Lxxb   бөліктерінің бүйір беті арқылы оны қоршап тұрған сыртқы 

ортамен жылу алмассын. Оның жылу алмасу коэффициенті )]/([ 2
2 СсмВтh   жəне сыртқы 

ортаның температурасы ][2 CTco
  болсын (1-сурет). 

 

 
 

1-сурет 
 

1 1, coh T

( )
( ) sin

( )
a

b a

x x
q x A

x x

 
 



x

L

1 1, coh T

2 2, coh T 2 2, coh T

bx
ax
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Бұндай жағдайдағы стерженнің ұзындығы бойынша )(xTT   (əзірге белгісіз) заңдылықпен 
жылу таралады. Нəтижеде стержен жылу əсерінен кеңеюге əрекет жасап, оның мықтап бекітілген 
екі шетінде R сығушы күшті жəне кез келген көлденең қима ауданында FR /  термо-кернеуді 
тудырады. Сондықтан да )(xTT  , R жəне  -ларды табуымыз қажет. Ол үшін стерженді үш 

бөлікке бөліп қарастырайық (үш бөліктен көп бөлікке де бөлуге болады). Алдымен axx 0  

бөлігін қарастыратын болсақ, мұнда 0x  нүктеге сəйкес көлденең қима ауданы арқылы, ал 

axx 0  бөлігінің бүйір беті арқылы сыртқы ортамен жылу алмасқандықтан стерженнің бұл 

бөлігі үшін толық жылу энергиясын өрнектейтін функционалдың көрінісі мынадай болады [1] 
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Мұнда 1V - стерженнің осы бөлігінің көлемі; 0S -стерженнің 0x  нүктеге сəйкес көлденең қима 

ауданы; ББS1 - стерженнің axx 0  бөлігінің бүйір бетінің ауданы. 

Ал енді стерженнің екінші ba xxx   бөлігін қарастырайық. Мұнда стерженнің бүйір бетіне 

]/[
)(

)(
sin)( 2смВт

xx

xx
Axq

ab

a







 жылу ағыны түсіп тұр. Сондықтан стерженнің бұл бөлігі үшін 

толық жылу энергиясын өрнектейтін функционалдың көрінісі төмендегідей болады [1]. 

 










ББSV

xx dSxTxqdV
x

TK
I

22

)()(
2

2

2 .                                            (2) 

Мұнда 2V - стерженнің екінші бөлігінің көлемі, ал ББS2 -осы бөліктің бүйір бетінің ауданы. 

Енді стерженнің соңғы үшінші Lxxb   бөлігін қарастырайық. Бұл бөліктің бүйір бетімен, 

Lx   нүктеге сəйкес көлденең қима ауданы арқылы сыртқы ортамен жылу алмасады. Сондықтан 
стерженнің бұл бөлігі үшін толық жылу энергиясын өрнектейтін функционалдың көрінісі [1]-ге 
сəйке мынадай болады 

     
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3 222
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Онда жалпы стержен үшін толық жылу энергиясын өрнектейтін функционалдың көрінісі 
төмендегідей болады [1] 

321 IIII  .                                                                   (4) 

Зерттеліп жатқан процесс тұрақталған жылу таралу процесі болғандықтан, стерженнің əр 
бөлігіндегі жылу таралу заңдылығын өрнектейтін )(xTT   қисық сызығы, бір қалыпты қисық 
сызық болғандықтан, оны [2]-ге сəйкес үш нүктеден өткен қисық сызықпен аппрокцима-
циялаймыз. Онда стерженнің бір бөлігіндегі жылу таралу заңдылығын былайша өрнектеуге 
болады 

kkjjii TxTxTxxT )()()()(   .                                               (5) 

Мұнда )( ii xTT  , )( jj xTT  , )( kk xTT   болып, ix  - стерженнің бөлігінің сол шетіндегі нүкте-

сінің, jx - орта нүктесінің, kx - оң шеткі нүктесінің координаталары. 

2

22 )23(
)(



 xx
xi


 ,   

2

2 )44(
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Бұл функциялар – үш нүктелі квадраттық элементтің пішін функциялары [2]. Онда (5)-ті (4)-ке 
қойып, I функционалды стерженнің түйін нүктелеріндегі температураның мəндері бойынша 
минимизациялап, оларды анықтау үшін мынадай сызықты алгебралық теңдеулер жүйесін аламыз 
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 12,0 



шэсi
T

I

i

.                                                         (7) 

Мұнда шэс – стержендегі үш нүктелі квадраттық шекті элементтердің саны. Соңғы жүйені Гаусс 
əдісімен шешіп )(xTT   функциясын құрылады. Одан пайдаланып əр бір элемент үшін оның 
серпінділік деформациясының потенциал энергиясын жазамыз. Мысалы і- элементі үшін [3] 

dVxETdVП x
VV

xx
i

ii


  )(

2
.                                               (8) 

Мұнда iV  - і-ші элементтің көлемі; 
x

u
x 




 
- серпінділік деформациясы; 

kkjjii uxuxuxxu )()()()(   - стержен қимасының жылжуы; xx E  - серпінділік кернеуі. 

Онда стерженнің жалпы потенциал энергиясы 





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i
iПП

1

.                                                                     (9) 

Енді )(xu -тің өрнегін (9)-ға қойып П-ны нүктелердің iu  жылжулары бойынша миними-

зациялап оларды анықтау үшін төмендегі сызықты алгебралық теңдеулер жүйесін аламыз 
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.                                                        (10) 

Нəтижеде түйін қималарының жылжуынан пайдаланып қатар тұрған кез келген i, j нүктелер 
арасындағы серпінділік деформациясының мəні былайша табылады 
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Ал серпінділік кернеудің мəні Гук заңына сəйкес бойынша табылады [4] 

2/)(2/)( ijij xxxxxx E    .                                                         (12) 

Осы нүктедегі температуралық деформация мен кернеудің мəні мынадай болады [4] 
;TT    TT E  .                                                            (13) 

Онда стерженнің кез келген қимасындағы термо-кернеудің мəні [4]-ке сəкес 

Tx                                                                        (14) 

болады. Сондай-ақ  -ның мəні Lx 0  аралықта тұрақты болады. Онда Гук заңына [4] сəйкес 
сығушы күштің мəні 

FR                                                                          (15) 
болады. 

Енді берілген мəселені мынада параметрлердің мəндерінде шешіп көрейік. ][30 смL  , 

][10
3

см
L
 , )]/([10 2

1 СсмВтh  , ][401 СТ co
 , ]/[30q 2смВт , 

)]/([6 2
2 СсмВтh  , ][202 СТ co

 , )]/([72 СсмВтK xx
 , ]/1[10125 7 С , 

]/[102 26 смкГЕ  ,  смr 1 , ][2 смrF   . 
Олай болса төмендегідей үш вариантты қарастырайық: 
1) )(xq  жылу ағыны стерженнің  x0  бөлігінің бүйір бетіне түсіп тұрсын. Онда 2-суре-

тінің а)-да )(xTT  , б)-да )(xuu  , в)-да x , г)-да Tx  ,  жəне  -дың таралу заңдылықтары 

көрсетілген. Мұнда ]/[8,733 2смкГ  болады жəне сығушы күштің мөлшері 

][5,2305 кГFR   болады екен. 
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Аннотация. В работе сначала методом минимизации полной тепловой энергии определяется поле 

распределения температуры по длине стержня, оба конца которого жестко защемлены. Частично теплоизо-
лированные стержневые элементы в практике являются основными составляющими элементами многих 
машин и работают под воздействием осевых сил, переменной по координате температуры, теплового потока 
и теплообмена. При таких сложных воздействиях исследования термоупругого напряженно-деформируе-
мого состояния частично теплоизолированных стержней становится весьма сложной задачей. Такие задачи 
возникают при проектировании машин, применяемых в металлургической, химической, нефтехимической, 
пищевой, мясо-молочной и во многих других видах промышленности, где рабочие органы, помимо меха-
нической нагрузки, испытывают и температурные напряжения, которые неизбежны в силу принципа и 
назначения работы этих машин.  

При этом учитывается наличие частичной теплоизоляции, теплового потока и теплообмена. Далее 
подставляя найденный закон распределения температуры в выражение функционала потенциальной энергии 
упругой деформации и минимизируя его по узловым значениям упругих перемещений, применяемых дис-
кретных квадратичных конечных элементов, строится разрешающая система линейных алгебраических 
уравнений. Решением последней определяются поле упругих перемещений компонентов деформаций и 
напряжений, а также значения возникающего сжимающего усилия и термо-упругого напряжения. Рассмот-
рены различные варианты.   

Поступила 25.02.2015 г. 
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