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Abstract. The task is analytically solved about action of moving periodic load on supported by multi-layer 

circular cylindrical shell cavity, located in elastic half-space. Motion of the layers of the shell and elastic half-space 

are described by dynamic equations to theory of elasticity in moving coordinate system. Analytical decision of the 

problem of the determination component tense-deformed conditions of the array and the shell is received by 

subsonic velocity of the load. 

 

 

УДК 539.3 

 

ЗАДАЧА О ДЕЙСТВИИ ПОДВИЖНОЙ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ 

НАГРУЗКИ НА МНОГОСЛОЙНУЮ ОБОЛОЧКУ  

В УПРУГОМ ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ 
 

Л. А. Алексеева, В. Н. Украинец, С. Р. Гирнис 
 

Институт математики и математического моделирования, Алматы, Казахстан, 

Петропавловский государственный университет им. С. Торайгырова, Казахстан 

 

Ключевые слова: упругое полупространство, многослойная оболочка, транспортная нагрузка, напря-

женно-деформированное состояние. 

Аннотоация. Аналитически решена задача о действии движущейся периодической нагрузки на под-

крепленную многослойной круговой цилиндрической оболочкой полость, расположенную в упругом полу-

пространстве. Движение слоев оболочки и упругого полупространства описывается динамическими урав-

нениями теории упругости в подвижной системе координат. Определены компоненты перемещений и напря-

жений в массиве и оболочке при дозвуковых скоростях нагрузки, когда скорость движения меньше скорости 

распространения упругих волн в среде и слоях оболочки.  

 

Изучение динамики тоннелей и трубопроводов при действии движущихся нагрузок методами 

математического моделирования приводит к краевым задачам для упругих сред с цилиндри-

ческими полостями, подкрепленными упругими однослойными и многослойными оболочками. 

Для подземного сооружения глубокого заложения (глубина более пяти характерных поперечных 

размеров) обычно влиянием дневной поверхности пренебрегают. Модельными для таких соору-

жений являются внешние краевые задачи механики упругих сред с цилиндрическими полостями, 

неподкрепленными или подкрепленными упругими цилиндрическими оболочками, по которым 

движутся нагрузки, форма которых не меняется с течением времени (транспортные нагрузки), что 

характерно для транспортных задач. 

https://e.mail.ru/compose/?mailto=mailto%3aalexeeva@math.kz
https://e.mail.ru/compose/?mailto=mailto%3avitnikukr@mail.ru
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Впервые задача о действии движущейся с постоянной дозвуковой скоростью осесиммет-

ричной нормальной нагрузки на тонкостенную цилиндрическую оболочку в упругой среде 

рассмотрена в работе В.И. Пожуева [1]. Аналогичные исследования напряженно-деформи-

рованного состояния двухслойной оболочки в упругом массиве при действии транспортных на-

грузок проведены авторами с использованием моделей теории упругости и тонких оболочек [2-4]. 

Было показано существование критических скоростей движения нагрузок, при превышении кото-

рых в тоннелях позади бегущей нагрузки возникают свободные незатухающие колебания [3, 4]. 

Последнее ограничивает диапазон возможных скоростей движения в тоннелях и трубопроводах, 

определение которого необходимо для обеспечения прочности и надежности подобных соо-

ружений при эксплуатации. 

Для подземных сооружений мелкого заложения (глубина меньше вышеупомянутой) следует 

учитывать влияние дневной поверхности. Движение дозвуковой периодической нагрузки вдоль 

неподкрепленной цилиндрической полости и подкрепленной упругой круговой цилиндрической 

оболочкой в упругом полупространстве изучалось авторами на основе методов неполного разде-

ления переменных и переразложения цилиндрических и плоских волн. Были получены аналити-

ческие решения соответствующих краевых задач, на основе которых проведены численные 

эксперименты и их анализ для разного типа нагрузок и скоростей их движения [4-7].  

В настоящей работе эта теория обобщена на многослойные цилиндрические оболочки в 

упругом полупространстве.  

1. Постановка задачи. Уравнения движения. Контактные условия. Рассмотрим бесконеч-

но длинную круговую цилиндрическую многослойную оболочку, состоящую из N концентри-

ческих упругих слоёв с разными физико-механическими и геометрическими характеристиками, 

расположенную в линейно-упругом, однородном и изотропном упругом полупространстве 

(массиве). Для решения задачи используем две системы координат: неподвижную декартову 

(x, y, z) и цилиндрическую (r, , z) (рисунок).  

`  

 

Многослойная оболочка в упругом полупространстве 

 

Контакт между оболочкой и окружающей ее упругой средой (массивом) будем полагать либо 

жестким, либо скользящим при двусторонней связи в радиальном направлении. Контакт между 

слоями оболочки полагаем жёстким. 

Пусть на внутреннюю поверхность оболочки действует периодическая по её оси нагрузка 

интенсивностью Р, движущаяся с постоянной скоростью с в направлении оси z, а граница полу-

пространства x = h свободна от нагрузок.  

Последовательно пронумеруем слои оболочки, присвоив контактирующему с массивом слою 

порядковый номер 2.  
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Физико-механические свойства материала массива и слоев оболочки характеризуются 

соответственно следующими постоянными: 1, 1, 1; i, i, i (i = 2, 3,…, N+1), где k – 

коэффициент Пуассона, k = Ek / 2(1+k) – модуль сдвига, k – плотность, Ek – модуль упругости 

(k = 1, 2,…, N+1). В дальнейшем индекс k = 1 относится к массиву, а k = 2, 3,…, N+1 – к слоям 

оболочки. 

Определим реакцию массива и оболочки на данную бегущую нагрузку, используя для 

описания движения массива и слоев оболочки динамические уравнения теории упругости в 

векторной форме  

1,...,2,1,divgrad)( 222  Nktkkkkkkk uuu ,                     (1) 

где )21/(2 kkkk  , ku  – векторы смещений точек массива и слоев оболочки, 
2  – 

оператор Лапласа.  

Так как рассматривается установившийся процесс, то картина деформаций стационарна по 

отношению к движущейся нагрузке. Поэтому удобно перейти к связанной с нагрузкой подвижной 

системе координат ctz  . Тогда уравнения (1) примут вид 

  1,...,2,1,divgrad 222222   NkMMM kkskkskpk uuu ,             (2) 

где Mpk = c/cpk, Msk = c/csk – числа Маха;   kkkpkc  2 , kkskc   – скорости 

распространения волн расширения-сжатия и сдвига в массиве и слоях оболочки. Здесь рассмотрим 

дозвуковой случай: все Mpk <1, Msk <1. 

Выражая ku  через потенциалы Ламе 7, 8  

    1,...,2,1,rotrotrotgrad 321   Nkkkkk eeu ,                (3) 

система уравнений (2) преобразуются к виду 

1,...,2,1,3,2,1,2222  NkjM jkjkjk .                      (4) 

Здесь e  – орт оси  , М1k = Мpk, М2k = М3k = Мsk.  

Используя (3) и закон Гука получаем выражения для компонент векторов ku  и тензоров 

напряжений в массиве (k = 1) и слоях оболочки (k = 2, 3,…, N+1) в подвижной цилиндрической 

системе координат 
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где 01 22  sksk Mm . 

В подвижных декартовых координатах выражения для компонент напряженно-деформи-

рованного состояния (НДС) массива имеют вид 
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Таким образом, для определения компонент НДС массива и слоев оболочки необходимо 

решить уравнения (4), используя следующие граничные условия: 
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- для свободной от нагрузок поверхности полупространства (x = h) 

0111  xxyxx ;                                                        (9) 

- для скользящего контакта оболочки с массивом  

при r = R1 21 rr uu  , 21 rrrr  , 01  r , 01  r , 02  r , 02  r , 

при r = Rk 1 jkjk uu , 1 rjkrjk ,                                                                                         (10) 

при r = RN +1 ),(1   jrjN P ,  ,,rj , Nk ...,,3,2 ; 

- для жёсткого контакта оболочки с массивом  

при r = Rk 1 jkjk uu , 1 rjkrjk ,                                                                                         (11) 

при r = RN +1 ),(1   jrjN P ,  ,,rj , Nk ,...,2,1 .  

Здесь Pj(,) – составляющие интенсивности подвижной нагрузки P(,). 

2. Решение задачи при дозвуковой скорости движения периодической нагрузки. Введём 

ограничение на величину скорости движения нагрузки, принимая её меньше скоростей распро-

странения волн сдвига в массиве и слоях оболочки (дозвуковой случай). Рассмотрим действие на 

оболочку синусоидальной по  подвижной нагрузки с произвольной зависимостью от угловой 

координаты 

      ,,, 




 
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i ePpepP                                           (12) 

      ,,,,,,  




 rjePpepP
n

in
njj

i
jj  

где константа  определяет период T = 2/ действующей нагрузки. 

Потенциалы jk также будем искать в виде периодических функций по  

     i
jkjk err ,,, .                                                    (13) 

Подставляя (13) в (4), получим 

1,...,2,1,3,2,1,0222
2  Nkjm jkjkjk ,                         (14) 

где 
2
2  – двумерный оператор Лапласа, ,1 22

jkjk
Mm   ,

1 pkk
mm   

skkk
mmm 

32
. 

В дозвуковом случае Msk < 1 (m2k = m3k = msk > 0, k = 1, 2,…, N+1), и решения уравнений (14) 

можно представить в виде [2]  

1,...,2,1,3,2,1,)2()1(  Nkjjkjkjk ,                            (15) 

где: 

- для массива (k = 1) 

 

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dkhxiyg jjj
2
1

2)2(
1 )(exp, ;      (16) 

- для слоев оболочки (k = 2, 3,…, N+1) 

     







n

in
jknknjjk erkKa )()32(3

)1(
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




 in

n

jknknjjk erkIa )()1(6
)2(

.             (17) 

Здесь )(),( krKkrI nn  – соответственно модифицированные функции Бесселя и функции 

Макдональда,  11 jj mk ,  jkjk mk ; gj(,), )36(1,..., Nnn aa  – неизвестные функции и 

коэффициенты, подлежащие определению. 
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Как показано в [4], представление потенциалов для полупространства (массива) в форме (15) 

приводит к их следующим выражениям в декартовой системе координат: 


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
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
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e iyfhx
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1 ),(
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,                           (18) 

где    3,2,1 ,, 11  jkfkf
n

jjnj
2
j

2
j . 

Воспользуемся граничными условиями (9), с учётом (8), (13), (18). Выделяя коэффициенты 

при e
iyζ

 и приравнивая в силу произвольности y, их нулю, получим систему трёх уравнений, из 

которой выражаем функции gj(ξ,ζ) через неизвестные коэффициенты 321 ,, nnn aaa : 
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где   22
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2
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
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
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  ,42,,, 22
*

22
*

2
**

222
***

222
*11  sp MM  

  22
1

22
** 12  sm .  

Заметим, что *(*) – определитель Рэлея, который обращается в ноль при 
222

* RR M , или 

в двух точках 12  RR M , где MR = c/cR – число Маха, cR – скорость поверхностных 

волн Рэлея [8], которую условимся называть рэлеевской скоростью. Из последнего следует, что 

*(*) не обращается в ноль на действительной оси, если MR < 1, или с < cR, то есть при 

дорэлеевских скоростях движения нагрузки. В этом случае потенциалы (18) можно представить в 

виде 





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
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
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j
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j 3

1 *

*

1
2

.                (20) 

Следует отметить, что рэлеевская скорость для горных пород и грунтов cR несколько ниже (на 

510%) скорости волн сдвига в массиве 4.  

Используя известное при x < h разложение [4]  

     22
2222 )()(exp jkhn

jj
in

n

jnj ekkerkIkhxiy






  , 

представим 1j  (15) в цилиндрической системе координат  
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
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Подставляя в последнее выражение из (19) gj(,), для с < cR получим 

  
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
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. 

Подставляя (21) с учётом (13) в (5), (6) получаем формулы для вычислений компонент 

напряженно-деформированного состояния массива в цилиндрических координатах при с < cR 
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Подставляя в (10) или (11) соответствующие выражения и приравнивая коэффициенты рядов 

при e
in

, получим бесконечную систему линейных алгебраических уравнений для определения 

коэффициентов 
)36(1,..., Nnn aa . При численной реализации задачи для решения системы урав-

нений удобно пользоваться методом последовательных отражений-преломлений [4-7], что 

позволяет на каждом шагу решать конечную систему алгебраических уравнений сначала для 

оболочки в цилиндрической системе координат, а затем на границе полупространства в декартовой 

системе координат. Количество последовательных отражений-преломлений зависит от глубины 

заложения оболочки и требуемой точности расчетов и определяется при численной реализации 

решения задачи. 

После определения коэффициентов компоненты напряженно-деформированного состояния 

массива и слоев оболочки при действии подвижной синусоидальной нагрузки можно вычислить по 

формулам (22), (23). 

Заключение. В случае произвольной периодической по  нагрузки, разлагая ее в ряд Фурье 

для каждой составляющей ряда, получим вышерассмотренную задачу. 

Для апериодической транспортной нагрузки, используя преобразование Фурье по оси 

тоннеля, получим также рассмотренную здесь задачу. 

Представленный здесь алгоритм построения аналитического решения задачи позволяет 

моделировать воздействие транспортных нагрузок в тоннелях и подземных сооружениях на 

состояние дневной поверхности и окружающего массива, что необходимо учитывать при строи-

тельстве подземных сооружений неглубокого заложения, например, линий метрополитена. 
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Он дает возможность определить напряженно-деформированное состояние самих оболочек, 

что необходимо при прочностных расчетах подобных конструкций при действии транспортных 

нагрузок с учетом их вида и скорости движения. 
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