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Abstract. The three-dimensional supersonic turbulent flow with a symmetrical circular transverse jets injection 

to the channel is numerically simulated. The Favre averaged Navier-Stokes equations, closed by turbulence model, 

are solved by the algorithm, based on ENO-scheme. The supersonic turbulent flow with parameters 710*87.1Re ,

9.0Pr , 3M  
, with transverse jet injection from a hole in the wall with a diameter cmd 4.1  is investigated. 

On the wall the boundary layer is defined, the longitudinal component of the velocity is approximated by a power 
law. The mechanism of occurrence of vortex structures in the interaction of the jet with the flow field, depending on 
the parameters of moderate to high pressure ratio (parameter ranged 503 n ) is studied. The numerical expe-

riments are revealed that under pressure ratio parameter of greater than 10, in addition to the four known vortex 
structures the new vortices are formed. It is known that two pairs of vortices are formed in the mixing zone, one pair 
of vortices is formed due to the interaction of the jet passing through the Mach disk with the high-velocity incoming 
flow. A satisfactory agreement the pressure distribution on the wall with experimental data is obtained. 

  



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 1. 2016 
 

 
47 

УДК 532.526 
 

ИССЛЕДОВАНИЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ ПОПЕРЕЧНОЙ СТРУИ  
СО СВЕРХЗВУКОВЫМ ПОТОКОМ В ЗАВИСИМОСТИ  

ОТ ПАРАМЕТРА НЕРАСЧЕТНОСТИ 
 

А. О. Бекетаева 
 

Институт математики и математического моделирования МОН РК, Алматы, Казахстан 
 

Ключевые слова: численное моделирование, сверхзвуковое течение, совершенный газ, пограничный 
слой, уравнения Навье-Стокса, параметр нерасчетности, ударная волна. 

Аннотация. Численно моделируется трехмерное сверхзвуковое турбулентное течение с симметричным 
перпендикулярным вдувом круглых струй со стенок канала. Решение исходных осредненных по Фавру урав-
нений Навье-Стокса, замкнутых k  моделью турбулентности, осуществляется с помощью алгоритма, 
построенного на основе ENO-схемы. Исследуется сверхзвуковое турбулентное течение с параметрами 

710*87.1Re , 9.0Pr , 3M  с поперечным вдувом звуковой струи совершенного газа из отверстия на 

стенке с диаметром cmd 4.1 . На стенке задается пограничный слой, продольная составляющая скорости 
аппроксимируется степенным законом. Изучен механизм возникновения вихревых структур при взаимо-
действии струи с набегающим потоком, в зависимости от умеренных до больших параметров нерасчетности 
(параметр варьировался в диапазоне 503 n ). В результате численных экспериментов было выявлено, что 

с увеличением нерасчетности, в частности при параметре нерасчетности больше 10, формируются допол-
нительные вихри, помимо известных четырех вихревых структур. Известно, что две пары вихрей форми-
руются в зоне смешения, одна пара вихрей возникает за счет взаимодействия струи, проходящей через диск 
Маха со скоростным набегающим потоком, Получено удовлетворительное согласие избыточного давления 
перед струей с экспериментальными данными. 

 
Введение. Необходимость изучения взаимодействия поперечной струи со сверхзвуковым 

потоком связана, прежде всего, с разработкой новых конструкций самолетов короткого взлета и 
посадки, авиационных силовых установок с управлением вектора тяги, а также при проектиро-
вании прямоточных воздушно-реактивных двигателей. Область исследований очень широкая и 
уже выполнены довольно разнообразные работы, и большинство из них сводятся в основном к 
определению усиления реактивной силы струи в результате ее взаимодействия со сверхзвуковым 
набегающим потоком и внешним пограничном слоем. Сравнительно мало внимания уделяется 
исследованию поведения и структуры самой струи. Обзор существующей литературы показывает, 
что целый ряд работ посвящен исследованию поперечного вдува струи с малыми и умеренными 
числами нерасчетности [1-12] и физическая картина области взаимодействия достаточно хорошо 
изучена – это образование сложной λ-образной системы скачков уплотнения, вследствие которой 
возникает область возвратных течений перед струей; формирование возвратного течения за струей 
вследствие образования зоны низкого давления; возникновение бочкообразной структуры и диска 
Маха в самой струе [1-12]. Все это схематически отражено на рисунке 1а, здесь показаны 
головной, косой и замыкающий скачки уплотнения соответственно как 1, 2 и 3. На графике 
показана вихревая структура в самой струе, которая аналогична истечению струи несжимаемой 
жидкости и является давно изученной и известной. Однако ряд последних исследований, 
касающихся течений с большими параметрами нерасчетности, например [13], где отношение 
статического давления в струе к полному давлению потока равнялось 532, показали, что при 
истечении газовой струи появляются дополнительные вихри. Суммарная качественная вихревая 
картина, возникающая при поперечном вдуве струи с большими значениями нерасчетности в 
набегающий поток, описанная в работе [13], иллюстрируется на рисунке 1б. На графике показано 
сечение yz за струей, и как следует из [13] здесь видна структура, состоящая из пяти пар противо-
положно вращающихся вихрей. Помимо известных пар вихрей, формирующихся при малых и 
умеренных числах нерасчетности (вихри 1, 2, 3 и 5) здесь дополнительно возникают пара вихрей 
(4). Вихри (1) и (3) формируются в зоне смешения между набегающим потоком и струей, пара 
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вихрей (2) формируется за счет столкновения струи, проходящей через диск Маха с набегающим 
потоком. Пара вихрей (4) образуются в результате перетекания потока над бочкообразной 
структурой и существенно зависит от интенсивности вдува струи. Подковообразный вихрь (5) 
возникает при наличии большого градиента давления перед струей и как следствие отрыва потока. 
Таким образом, полученные результаты при различных значениях отношений давления в потоке и 
в струе существенно отличаются друг от друга, и вопрос изучения истечения струи с большими 
нерасчетностями а также динамика появления дополнительных вихрей в зависимости от параметра 
нерасчетности, является практически не изученной и весьма актуальной задачей. 

Целью исследования является численное моделирование вдува круглой звуковой струй 
перпендикулярно сверхзвуковому потоку в прямоугольном канале и изучение динамики возник-
новения дополнительных вихревых структур в самой струе и за струей в зависимости от параметра 
нерасчетности в диапазоне от умеренных до больших значений. Для удобства вычисления 
рассматривается вдув струи только с нижней стенки. Схема течения и качественная картина 
вихревой структуры показана на рисунке 1. 

 

 
а 

 

 
б 
 

Рисунок 1 – Схема течения 
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Постановка задачи. Исходной является система трехмерных осредненных по Фавру урав-
нений Навье-Стокса для сжимаемого турбулентного газа, записанная в декартовой системе 
координат в консервативной форме: 
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а компоненты vvv GFE   ,  ,  связаны с вязкими напряжениями: 
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Тензоры напряжения и потоки тепла выражаются в виде: 

 yzx
t

xx vwu  2
Re3

2 ,  yxz
t

zz vuw  2
Re3

2 ,  zxy
t

yy wuv  2
Re3

2 , 

 xz
t

zxxz wu 
Re
 ,  xy

t
yxxy vu 

Re
 ,  zy

t
zyyz vw 

Re
 , 

  x
t

x T
M

q
RePr21 





 , 

  y
t

y T
M

q
RePr21 





, 

  z
t

z T
M

q
RePr21 





. 

Вектор дополнительных членов имеет следующий вид: 
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Константы принимают следующие значения: 

5.0k , 5.0 , 09.0 , 075.0 , 9/5 . 
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здесь ,k  - кинетическая энергия турбулентности и скорость диссипации кинетической энергии 
турбулентности. Pk  - член генерации турбулентности.  

Система (1) замкнута с помощью алгебраической k  модели турбулентности Вилкокса [14] 

где турбулентная вязкость определяется по формуле 

 k

t . 

Для давления и температуры запишутся следующие выражения:  
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Здесь t  - время, vwu ,,  - компоненты скорости потока в продольном и поперечных направлениях, 

 - плотность, Р  - давление, T - температура, vc  - теплоемкость при постоянном объеме,  - по-

казатель адиабаты, 0M  и M  - числа Маха струи и потока, t  - коэффициент турбулентной 

вязкости, 0- отнесен к параметрам струи, - к параметрам потока. 
Исходная система (1) записана в безразмерной форме. В качестве определяющих параметров 

приняты параметры на входе  T,,u  , давление и полная энергия отнесены к значению 

2
u , характерным размером длины является диаметр круглого отверстия. 

Граничные условия имеют следующий вид: 
на входе задаются параметры потока  

1u , 0v  0w , 1 , 1T  

0x , yHy0 , zHz0  

Начальные данные для ,k  параметров определялись с использованием алгебраической 
модели турбулентности Болдуина –Ломакса по известным осредненным физическим параметрам 

входного потока. Используя соотношение kPk    начальное распределение турбулентных 

параметров примет вид 

kk , где 
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kLtB P
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на нижней стенке  
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Для параметров k  модели турбулентности на стенке задавались следующие граничные 
условия 
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0u , 0v , 60.T    MMTw 0 , nPP0 , 0z , Ryx  22
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Вблизи стенки задается пограничный слой продольная составляющая скорости аппрокси-
мируется степенным законом 

на верхней границе условие симметрии,  

0w ; 0
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u
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 zHz , xHx0 , yHy0  

на боковых границах 
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, 0y , yHy , xHx0 , zHz0  

где xH
 - длина, zH

 - высота, yH
 
- ширина расчетной области, R  - радиус круглого отверстия. 

на выходной границе задается условие неотражения [15].  
Метод решения. В настоящее время для численного решения задачи сверхзвукового течения 

с ударно-волновой структурой широко применяются TVD схемы, ENO, WENO схемы [16-20]. В 
работе [20] авторы развили ENO-схему на основе идеи метода Годунова и показали применимость 
схемы к решению задачи сверхзвукового течения многокомпонентного газа в плоском канале с 
вдувом перпендикулярных струй. Для решения поставленной задачи ENO схема обобщается на 
трехмерный случай. В соответствии с этим, предварительно в пограничном слое, вблизи стенки и 
на уровне струи, для более точного учета течения, вводится сгущение сетки с помощью пре-
образований 

 x ,  z ,  y  .                                                        (2) 

При этом уравнения (3.1) в обобщенных координатах запишутся в виде: 
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В соответствии с принципом построения ENO- схемы, исходная система уравнений пред-
ставится следующим образом: 
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состоящих из исходных конвективных векторов ( E
~

, F
~

,G
~

) и добавочных членов высокого 

порядка точности (  D,E


,  D,E


,  DE


, ). Решение системы уравнений (4), осуществляется 

методом расщепления относительно вектора U
~

 матричной прогонкой и подробно описано в 
работе [20]. 

Анализ результатов. Расчет производился на разнесенной сетке размером 101101201   с 

шагами по пространственным координатам 5.01.0 x , 25.006.0 z , 5010 .. y , шаг 

по времени 025.0t . Исследовалось обтекание сверхзвуковым потоком с параметрами 
710*87.1Re , 9.0Pr , 3M  звуковой струи совершенного газа с диаметром отверстия 

cmd 4.1 . Размеры рассматриваемой области определялись как Hx - 30, Hz - 15, Hy
 
- 30 калибров, 

а центра струи находился на расстоянии 100x , 150 y  в калибрах от входной границы. Ниже 

на рисунках 2–6 приведены результаты расчетов с параметром нерасчетности 503 n .  

На рисунке 2 показан численный эксперимент по изучению взаимодействия и смешения струи 
с потоком в области вдува струи. На графике 2а представлено поле вектора скорости (слева) и 
распределение местного числа Маха и линии тока (справа) в плоскости zy при параметре 
нерасчетности n = 50 на расстоянии x = 11.40 калибров от начала расчетной области. Здесь 
наблюдается начало возникновения бокового вихря за струей (1), который формируется в 
результате взаимодействия натекающего потока и вдуваемой струи в зоне смешения и 
увеличивается по мере продвижения вниз по потоку. Ядро вихря формируется около острого угла 
бочкообразной структуры, возникающей в струе, это можно наблюдать на рисунке 2а слева, где 
представлено распределение местного числа Маха и линии тока для n = 50 в этом же сечении. 
Здесь видно, что центр вращения вихря находиться как раз у боковой острой стороны бочки. 
Численные   эксперименты   показывают,   что  вихрь  (1)  начинает  зарождаться  далеко  вверх  по  

 

      
а – 4011.x   

 

      
б – 7014.x   

 
Рисунок 2 – Поле вектора скорости и линии тока для n = 50 в сечениях: 
а – с распределением местного числа Маха x = 11.40 и б – x = 14.70 
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потоку, в области смешения между вдуваемой струей и пограничным слоем, который находиться в 
области возвратного течения перед струей. Максимальная интенсивность бокового вихря 
расположена в представленном сечении x = 11.40. 

Далее вниз по потоку при x = 14.70, на рисунке 2б вектора скорости (слева) и линии тока 
(справа) показано возникновение вихря (2), который вносит основной вклад в смешение струи и 
потока и сформирован в результате того, что замедленный поток струи сразу после прохождения 
диска Маха, вступает в контакт с высокоскоростным набегающим потоком. На рисунке 3а из 
распределения местного числа Маха на линии симметрии можно наблюдать дозвуковую область в 
месте зарождения вихря. На графиках 2б также можно наблюдать нижний вихрь (3), который 
также формируется в зоне смешения между струей и потоком, но только существенно в области 
пограничного слоя. Его возникновение связано с тем, что непосредственно за струей у стенки 
образуется область пониженного давления, куда и устремляется основной поток.  

На рисунке 3б в сечении x = 15.80 показана картина вихревой системы, уже состоящей из двух 
пар противоположно-вращаюшихся вихрей (2) и (1). Если вихрь (2) вращается по часовой стрелке, 
то вихрь (1) – против. Здесь же на графике виден вихрь (3), который существенно увеличился в 
размерах. Численные результаты показывают, что вихрь (1) по мере продвижения его вниз по 
потоку теряет интенсивность, поэтому он не просматривается в сечениях от x = 14.1 до x = 15.4. По 
всей видимости, дальнейшая интенсификация этого вихря связана с взаимодействием натекаю-
щего потока и вдуваемой струи. На картине 4а в сечении x = 18 две пары вихрей (2) и (1) сли-
ваются в один вихрь (1), который двигается вниз по потоку и просматривается вплоть до конца 
расчетной области. На расстоянии x = 18 можно наблюдать возникновение пары вихрей (4), 
которые образуются в результате перетекания потока над бочкообразной структурой. Как было 
замечено в работе [13] верхний вихрь более слабый, чем другие и поэтому может трудно 
определяться в численных результатах. Численный эксперимент показал, что появление данного 
вихря зависит от интенсивности смешения струи и потока. 

Далее выполнены численные эксперименты с нерасчетностями n = 10 и n = 3. Ранние иссле-
дования авторов, в деталях изложенные в [12], показали возникновение парной вихревой струк-
туры за струей при малых числах нерасчетностей, которые  совпадают  с  результатами  численных 
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б – 8015.x   
 

Рисунок 3 – а – Распределение местного числа Маха на линии симметрии; 
б – поле вектора скорости и линии тока в сечении x = 15.80 для n = 50 
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экспериментов при n меньших 10. При параметре n = 10 и больше, картина вихревой структуры 
уже начинается изменяться. Так численный эксперимент показал, что при n = 10, в отличие от 
нерасчетности 50, не формируются верхний вихрь (4), это связано с тем, что при меньших нерас-
четностях интенсивность смешения струи и потока уменьшается. Это приводит к невозможности 
определить эти две пары вихрей, а оставшиеся вихри (1), (2), (3) формируются и представлены на 
рисунке 5. Так на графике 5а (слева - вектор скорости, справа - распределение местного числа 
Маха и линии тока) в сечении x = 10.90 представлено поле вектора скорости, здесь видно что при 
уменьшении параметра нерасчетности боковой вихрь (1) существенно уменьшается как в разме-
рах, так и по высоте, это можно объяснить уменьшением бочкообразной структуры, возникающей 
в самой струе, сравнение размеров бочек можно наблюдать на рисунке 2 д и 4 б распределения 
местного числа Маха (рис. 2а – n = 50, рис. 5а – n = 10).  

 

      
 

а – x = 18 
 
 

      
 

б – x = 20.6 
 

Рисунок 4 – Поле вектора скорости и линии тока для n = 50
 
в сечениях: 

а – x = 18 и б – x = 20.6 
 

Возникновение вихря (2) иллюстрируется на рисунке 5б в сечении x = 11.90, т.е. значительно 
раньше, чем это происходит для n = 50, причем если при больших нерасчетностях при появлении 
вихря (2) вихрь (1) уже исчезает, то на картине можно наблюдать оба вихря одновременно. Из 
рисунка 5и, где показано распределение местного числа Маха на линии симметрии, видно, что 
дозвуковая зона над диском Маха, являющаяся причиной зарождения вихря (2) расположена ниже 
по высоте и ближе к вдуваемой струе, чем это было n = 50 (рисунок 3а). Также на графиках можно 
наблюдать уменьшение интенсивности системы скачков уплотнения, возникающих в струе. Все 
это влияет на систему вихрей (2) и (1) - они существенно меньше по размерам в отличии от случая 
с n = 50.  

Эксперименты, проводимые с малыми параметрами нерасчетности, 103 n  показали, что 

кроме отсутствия вышеназванных пар вихрей (4), наблюдается только возникновение бокового 
вихря (1) и нижнего вихря (3), что объясняется уменьшением интенсивности бочкообразной 
структуры в самой струе[13].  
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а – x = 10.90 
 

      
 

б – x = 11.90 
 

      
 

в 
 

Рисунок 5 – Поле вектора скорости и линии тока для n = 10 в сечениях: 
а – с распределением местного числа Маха x = 10.90, б – x = 11.90,  
в – распределением местного числа Маха на линии симметрии 

 
Для апробации разработанного метода было проведено сравнение численных результатов с 

опытными данными работы [1] для параметра нерасчетности n = 40. На рисунке 6 представлены 

результаты распределения давления PP/  на нижней стенке в плоскости симметрии (сплошная 

линия – численные результаты, «°°°°» – эксперимент работы [1]). В эксперименте вдув струи 
располагался на расстоянии 14 см от переднего заостренного края пластины. Здесь начало 
координат выбранной системы совпадает с центром отверстия для вдува. По оси абсцисс отложена 

величина, 
11 )2

1( LdXx   , где L1 - расстояние от передней точки струи до начала повышения 

давления а направление x1 совпадает с вектором скорости набегающего потока. Как известно, 
перед струей, вследствие торможения набегающего потока давление повышается и образуются 
области с различными градиентами давления, что наблюдается на графике. Из сравнения 
полученного результата с данными работы [1] следует качественное удовлетворительное согласие 
результатов расчетов с измерениями опытов. 
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Рисунок 6 – Распределение давления на стенке на оси симметрии 
 

Заключение. Численно исследовано трехмерное сверхзвуковое турбулентное течение с сим-
метричным поперечным вдувом круглых струй через щели на стенках с использованием методики 
расчета осредненных по Фавру уравнений Навье-Стокса для совершенного газа, основанных на 
ENO схеме. Изучен механизм образования четырех пар симметричных вихрей в результате 
взаимодействия набегающего потока с вдуваемой струей в диапазоне от малых и умеренных 

103 n  до больших (n = 50) параметров нерасчетности. Выявлено, что при умеренных значениях 

нерасчетности (n = 10) происходит образование только трех пар вихрей. При малых же значениях 
отношения давления в струе к давлению в потоке (n = 3) возникающие вихри в самой струе 
аналогичны истечению несжимаемой жидкости. 
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КӨЛДЕНЕҢ АҒЫНШАНЫҢ ҚЫСЫМНЫҢ ӨЗГЕРІСІНЕ БАЙЛАНЫСТЫ  
ЖЫЛДАМДЫҒЫ ДЫБЫС ЖЫЛДАМДЫҒЫНАН ЖОҒАРЫ АҒЫНМЕН  

ӨЗАРА ƏРЕКЕТТЕСУІН ЗЕРТТЕУ 
 

А. О. Бекетаева 
 

ҚР БжҒМ Ғылым комитетінің математика жəне математикалық моделдеу институты, Алматы, Қазақстан 
 

Тірек сөздер: сандық модельдеу, жылдамдығы дыбыс жылдамдығынан жоғары ағындар, жетілген газ, 
шекаралық қабат, Навье-Стокс теңдеулері, ағыс пен ағынша қысымдарының арақатынасының параметрі, 
əсер толқыны. 

Аннотация. Симметриялы перпендикулярлы дөңгелек ағыншалар канал қабырғасынан үрленген үш-
өлшемді жылдамдығы дыбыс жылдамдығынан жоғары ағындарды санды модельденеді. Фавр бойынша 
орташаланған, k  турбулентті моделімен тұйықталған Навье-Стокс теңдеулерін шешу ENO-сұлбасына 

негізделген алгоритм көмегімен жүзеге асады. Параметрлері 710*87.1Re , 9.0Pr , 3M
 
болатын, диа-

метрі cmd 4.1  қабырға саңлауынан дыбысты ағынмен жетілген газды көлденең үрлеу арқылы жылдамдығы 
дыбыс жылдамдығынан жоғары турбулентті ағындар зерттелді. Қабырғада шекаралық қабат беріледі, 
бойлық жылдамдық дəрежелік заңымен аппроксимацияланады. Бір қалыптыдан бастап ағынша мен ағыс 
қысымдарының арақатынасының өсуіне (параметр 503 n  

аралықта өзгеруі қарастырылды) байланысты, 

ағыс пен екпінді ағынның əрекеттесу салдарынан болатын құйынның пайда болу механизмі зерттелді. 
Сандық тəжірибе нəтижесінде қысымдарының арақатынасының ұлғаюы, яғни арақатынастың 10 үлкен 
дербес жағдайда төрт белгілі құйындық құрылымнан басқа қосымша құйындар пайда болады. Екі құйын ара-
ласу аймағында пайда болса, бір құйын шапшаң екпінді ағынмен Мах дискісінен өтетін ағыншалар əсерінен 
пайда болады. Ағын алдындағы қысым мен эксперимент арасында қанағаттанарлық үйлесім алынды. 
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