
ISSN 1991-346X  
 

ҚАЗАҚСТАН РЕСПУБЛИКАСЫ 
ҰЛТТЫҚ ҒЫЛЫМ АКАДЕМИЯСЫНЫҢ 

Х А Б А Р Л А Р Ы 

ИЗВЕСТИЯ 
 

НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК 
РЕСПУБЛИКИ КАЗАХСТАН 

N E W S 
 

OF THE NATIONAL ACADEMY OF SCIENCES 
OF THE REPUBLIC OF KAZAKHSTAN

 
 

ФИЗИКА-МАТЕМАТИКА 
СЕРИЯСЫ 

 
СЕРИЯ 

ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
 

PHYSICO-MATHEMATICAL  
SERIES 

 
 

1 (305) 

ҚАНТАР – АҚПАН 2016 ж. 
ЯНВАРЬ – ФЕВРАЛЬ 2016 г. 
JANUARY – FEBRUARY 2016 

 
 

1963 ЖЫЛДЫҢ ҚАҢТАР АЙЫНАН ШЫҒА БАСТАҒАН 
ИЗДАЕТСЯ С ЯНВАРЯ 1963 ГОДА 
PUBLISHED SINCE JANUARY 1963 

 
ЖЫЛЫНА 6 РЕТ ШЫҒАДЫ 
ВЫХОДИТ 6 РАЗ В ГОД 

PUBLISHED 6 TIMES A YEAR 
 
 
 
 
 
 

АЛМАТЫ, ҚР ҰҒА 
АЛМАТЫ, НАН РК 
ALMATY, NAS RK  



Известия Национальной академии наук Республики Казахстан  
  

   
2  

 
Б а с  р е д а к т о р 

 

ҚР ҰҒА академигі, 
Мұтанов Г. М. 

 
 

Р е д а к ц и я  а л қ а с ы: 
 
физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА академигі Əшімов А.А.; техн. ғ.докторы, проф., ҚР ҰҒА 
академигі Байғұнчеков Ж.Ж.; физ.-мат. ғ.докторы, проф., ҚР ҰҒА академигі Жұмаділдаев А.С.; 
физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА академигі Қалменов Т.Ш.; физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР 
ҰҒА академигі Мұқашев Б.Н.; физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА академигі Өтелбаев М.О.; 
физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА академигі Тəкібаев Н.Ж.; физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА 
академигі Харин С.Н.; физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА корр. мүшесі Əбішев М.Е.; физ.-мат. 
ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА корр. мүшесі Жантаев Ж.Ш.; физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА 
корр. мүшесі Қалимолдаев М.Н.; физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА корр. мүшесі Косов В.Н.; 
физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА корр. мүшесі Мұсабаев Т.А.; физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР 
ҰҒА корр. мүшесі Ойнаров Р.; физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА корр. мүшесі Рамазанов Т.С. 
(бас редактордың орынбасары); физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА корр. мүшесі Темірбеков Н.М.; 
физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА корр. мүшесі Өмірбаев У.У. 
 
 

Р е д а к ц и я  к е ң е с і: 
 

Украинаның ҰҒА академигі И.Н. Вишневский (Украина); Украинаның ҰҒА академигі А.М. Ковалев 
(Украина); Беларусь Республикасының ҰҒА академигі А.А. Михалевич (Беларусь); Əзірбайжан 
ҰҒА академигі А. Пашаев (Əзірбайжан); Молдова Республикасының ҰҒА академигі И. Тигиняну 
(Молдова); мед. ғ. докторы, проф. Иозеф Банас (Польша) 

 
 

  



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 1. 2016 
 

 
3 

 
Г л а в н ы й  р е д а к т о р 

 

академик НАН РК 
Г. М. Мутанов 

 
Р е д а к ц и о н н а я  к о л л е г и я: 

 
доктор физ.-мат. наук, проф., академик НАН РК А.А. Ашимов; доктор техн. наук, проф., академик 
НАН РК Ж.Ж. Байгунчеков; доктор физ.-мат. наук, проф., академик НАН РК А.С. Джумадильдаев; 
доктор физ.-мат. наук, проф., академик НАН РК Т.Ш. Кальменов; доктор физ.-мат. наук, проф., 
академик НАН РК Б.Н. Мукашев; доктор физ.-мат. наук, проф., академик НАН РК М.О. Отелбаев; 
доктор физ.-мат. наук, проф., академик НАН РК Н.Ж. Такибаев; доктор физ.-мат. наук, проф., 
академик НАН РК С.Н. Харин; доктор физ.-мат. наук, проф., чл.-корр. НАН РК М.Е. Абишев; 
доктор физ.-мат. наук, проф., чл.-корр. НАН РК Ж.Ш. Жантаев; доктор физ.-мат. наук, проф., 
чл.-корр. НАН РК М.Н. Калимолдаев; доктор физ.-мат. наук, проф., чл.-корр. НАН РК В.Н. Косов; 
доктор физ.-мат. наук, проф., чл.-корр. НАН РК Т.А. Мусабаев; доктор физ.-мат. наук, проф., чл.-корр. 
НАН РК Р. Ойнаров; доктор физ.-мат. наук, проф., чл.-корр. НАН РК Т.С. Рамазанов (заместитель 
главного редактора): доктор физ.-мат. наук, проф., чл.-корр. НАН РК Н.М. Темирбеков; доктор 
физ.-мат. наук, проф., чл.-корр. НАН РК У.У. Умирбаев 
 
 

Р е д а к ц и о н н ы й  с о в е т: 
 

академик НАН Украины И.Н. Вишневский (Украина); академик НАН Украины А.М. Ковалев 
(Украина); академик НАН Республики Беларусь А.А. Михалевич (Беларусь); академик НАН 
Азербайджанской Республики А. Пашаев (Азербайджан); академик НАН Республики Молдова               
И. Тигиняну (Молдова); д. мед. н., проф. Иозеф Банас (Польша) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
«Известия НАН РК. Серия физико-математическая».  ISSN 1991-346X  
Собственник: РОО «Национальная академия наук Республики Казахстан» (г. Алматы) 
Свидетельство о постановке на учет периодического печатного издания в Комитете информации и архивов 
Министерства культуры и информации Республики Казахстан №5543-Ж, выданное 01.06.2006 г. 
 

Периодичность: 6 раз в год. 
Тираж: 300 экземпляров. 
 

Адрес редакции: 050010, г. Алматы, ул. Шевченко, 28, ком. 219, 220, тел.: 272-13-19, 272-13-18, 
www:nauka-nanrk.kz / physics-mathematics.kz 
 
 

© Национальная академия наук Республики Казахстан, 2016 
 

Адрес типографии: ИП «Аруна», г. Алматы, ул. Муратбаева, 75. 



Известия Национальной академии наук Республики Казахстан  
  

   
4  

 
E d i t o r  i n  c h i e f 

 

G. M. Mutanov, 
academician of NAS RK  

 
 

Editorial  board:  
 

A.A. Ashimov, dr. phys-math. sc., prof., academician of NAS RK; Zh.Zh. Baigunchekov, dr. eng. sc., 
prof., academician of NAS RK; A.S. Dzhumadildayev, dr. phys-math. sc., prof., academician of NAS RK; 
T.S. Kalmenov, dr. phys-math. sc., prof., academician of NAS RK; B.N. Mukhashev, dr. phys-math. sc., 
prof., academician of NAS RK; M.O. Otelbayev, dr. phys-math. sc., prof., academician of NAS RK; 
N.Zh. Takibayev, dr. phys-math. sc., prof., academician of NAS RK; S.N. Kharin, dr. phys-math. sc., 
prof., academician of NAS RK; M.Ye. Abishev, dr. phys-math. sc., prof., corr. member of NAS RK; 
Zh.Sh. Zhantayev, dr. phys-math. sc., prof., corr. member of NAS RK; M.N. Kalimoldayev, dr. phys-
math. sc., prof., corr. member. of NAS RK; V.N. Kosov, dr. phys-math. sc., prof., corr. member of NAS RK; 
T.A. Mussabayev, dr. phys-math. sc., prof., corr. member of NAS RK; R. Oinarov, dr. phys-math. sc., 
prof., corr. member of NAS RK; T.S. Ramazanov, dr. phys-math. sc., prof., corr. member of NAS RK 
(deputy editor); N.M. Temirbekov, dr. phys-math. sc., prof., corr. member of NAS RK; U.U. Umirbayev, 
dr. phys-math. sc., prof., corr. member of NAS RK 
 

 
E d i t o r i a l  s t a f f: 

 
I.N. Vishnievski, NAS Ukraine academician (Ukraine); A.M. Kovalev, NAS Ukraine academician 
(Ukraine); A.A. Mikhalevich, NAS Belarus academician (Belarus); A. Pashayev, NAS Azerbaijan 
academician (Azerbaijan); I. Tighineanu, NAS Moldova academician (Moldova); Joseph Banas, prof. 
(Poland). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
News of the National Academy of Sciences of the Republic of Kazakhstan. Physical-mathematical series.  
ISSN 1991-346X 
Owner: RPA "National Academy of Sciences of the Republic of Kazakhstan" (Almaty)  
The certificate of registration of a periodic printed publication in the Committee of information and archives of the 
Ministry of culture and information of the Republic of Kazakhstan N 5543-Ж, issued 01.06.2006  
 

Periodicity: 6 times a year  
Circulation: 300 copies  
 

Editorial address: 28, Shevchenko str., of. 219, 220, Almaty, 050010, tel. 272-13-19, 272-13-18,  
www:nauka-nanrk.kz / physics-mathematics.kz 
 
  
 

© National Academy of Sciences of the Republic of Kazakhstan, 2016 
 
Address of printing house: ST "Aruna", 75, Muratbayev str, Almaty 

 
 



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 1. 2016 
 

 
75 

N E W S 
OF THE NATIONAL ACADEMY OF SCIENCES OF THE REPUBLIC OF KAZAKHSTAN 

PHYSICO-MATHEMATICAL SERIES 

ISSN 1991-346Х 

Volume 1, Number 305 (2016), 75 – 81 
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Keywords: non-local boundary conditions, spectrum, equation of mixed type, matrix trace, spectral trace.  
Abstract. In the paper a spectral problem for an operator of parabolic-hyperbolic type of I kind with non-

classical boundary conditions is considered. The problem is considered in a standard domain. The parabolic part of 
the space is a rectangle. And the hyperbolic part of the space coincides with a characteristic triangle. We consider a 
problem with the local boundary condition in the domain of parabolicity and with the boundary condition with 
displacement in the domain of hyperbolicity. We prove the strong solvability of considered problem. In contrast to 
the theory of solvability the spectral questions of problems for the equation of the mixed type are less studied. We 
introduce the notion of a differential operator corresponding to the considered problem. Under eigenvalues of the 
problem we mean eigenvalues of this operator. The main aim of the paper is the research of spectral properties of the 
problem. The existence of eigenvalues of the problem is proved. The representation of an inverse operator is sub-
stantiated during the proof. Having the form of the kernel of this integral operator, we prove that a matrix trace of the 
operator is not zero. The proof is completed by applying the formula on coincidence of matrix and spectral traces of 
nuclear operators. 

 
 

УДК 517.956.6 
 

О СПЕКТРЕ НЕЛОКАЛЬНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 
СМЕШАННОГО ПАРАБОЛО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА 

 

Г. Дилдабек1, 2, А. А. Тенгаева1, 3 
 

1Институт математики и математического моделирования, Алматы, Казахстан, 
2Казахский национальный университет им. аль-Фараби, Алматы, Казахстан, 

3Казахский национальный аграрный университет, Алматы, Казахстан 
 

Ключевые слова: нелокальные краевые условия, спектр, уравнение смешанного типа, матричный след, 
спектральный след. 

Аннотация. В работе рассматривается спектральная задача для оператора параболо-гиперболического 
типа I рода с неклассическими краевыми условиями. Задача рассматривается в стандартной области. Пара-
болическая часть области есть прямоугольник. А гиперболическая часть области совпадает с характеристи-
ческим треугольником. Рассматриваем задачу с локальным краевым условием в области параболичности и с 
краевым условием со смещением в области гиперболичности. Доказывается сильная разрешимость рас-
сматриваемой задачи. В отличие от теории разрешимости, спектральные вопросы задач для уравнений 
смешанного типа являются мало изученными. Вводится понятие дифференциального оператора, соответст-
вующего рассматриваемой задаче. Под собственными значениями задачи понимаются собственные значения 
этого оператора. Основной целью работы является исследование спектральных свойств задачи. Дока-        
зано существование собственных значений задачи. В ходе доказательства обосновывается интегральное 
представление обратного оператора. Имея вид ядра этого интегрального оператора, доказывается, что 
матричный след оператора отличен от нуля. Доказательство завершается применением формулы о совпа-
дении матричного и спектрального следов у ядерных операторов. 
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1. Введение. Теория уравнений смешанного типа является одним из центральных разделов 
современной теории дифференциальных уравнений с частными производными. Это связано с 
выявлением множества прикладных задач, математическое моделирование которых обуславливает 
изучение различных типов уравнений в рассматриваемой области изменения независимых пере-
менных. 

Проблемам теории краевых задач для уравнений смешанного типа посвящены многочис-
ленные работы авторов из ближнего и дальнего зарубежья. Достаточно полный обзор полученных 
результатов содержится в книгах А.В. Бицадзе, Л. Берса, М.М. Смирнова, М.С. Салахитдинова, 
Т.Д. Джураева, Т.Ш. Кальменова. Существенный вклад в развитие теории краевых задач для 
параболо-гиперболических уравнений внесли исследования М.С. Салахитдинова, Т.Д. Джураева, 
А.М. Нахушева, А.С. Бердышева, М.А. Садыбекова. 

В отличие от теории разрешимости, спектральные вопросы задач для уравнений смешанного 
типа являются мало изученными. Здесь необходимо отметить исследования, которые внесли 
существенный вклад в этом направлении. Это работы Т.Ш.Кальменова [1, 2], Е.И. Моисеева [3], 
С.М. Пономарева [4]. Основная библиография по этим вопросам приведена в монографии            
Е.И. Моисеева [5]. В этих работах исследуются существование и расположение собственных 
значений у задач для уравнений смешанного эллиптико-гиперболического типа, построение и 
полнота системы собственных функций задачи. 

Спектральные вопросы для уравнения параболо-гиперболического типа изучены сравни-
тельно меньше. Основная библиография по этим вопросам приведена в недавно вышедшей 
монографии А.С. Бердышева [6]. 

2. Постановка задачи. Пусть Ω ∈ ܴଶ - конечная область, ограниченная при ݕ  0 отрезками 
АА0, А0B0, В0B, А=(0,1), B0=(1,1), В=(1,0), а при ݕ ൏ 0 - характеристикамиАС: ݔ  ݕ ൌ 0 и ВС: 
ݔ െ ݕ ൌ 1уравнения смешанного параболо-гиперболического типа 

 

ݑܮ ൌ ቐ
௫ݑ െ ,௬௬ݑ ݕ  0

௫௫ݑ െ ,௬௬ݑ ݕ ൏ 0
ቑ ൌ ݂ሺݔ,  ሻ                                                 (1)ݕ

 

Через ଶܹ
ሺΩሻ ൌ  ሺΩሻ обозначим пространство Соболева со скалярным произведением ሺ∙,∙ሻ иܪ

нормой ‖∙‖, ଶܹ
ሺΩሻ ൌ ଶሺΩሻ; Ωଵܮ ൌ Ω ∩ ሼݕ  0ሽ, Ωଶ ൌ Ω ∩ ሼݕ ൏ 0ሽ. 

В Ω рассмотрим следующую нелокальную краевую задачу, являющуюся обобщением аналога 
задачи Трикоми для параболо - гиперболического уравнения (1). 

3 а д а ч а  S1. Найти решение уравнения (1), удовлетворяющее условиям 
 

బ∪బబ|ݑ ൌ 0,                                                                   (2) 
 

ሻ൯ݐሺߠ൫ݑߙ ൌ ሺ1 െ ,ሻ൯ݐଵሺߠ൫ݑሻߙ 0  ݐ  1,                                           (3) 

где 

ሻݐሺߠ ൌ ቀ௧
ଶ
, െ

௧

ଶ
ቁ,ߠଵሺݐሻ ൌ ቀ௧ାଵ

ଶ
,
௧ିଵ

ଶ
ቁ. 

 

Отметим, что при ߙ ൌ 1 задачаS1 совпадает с задачей Трикоми, а при ߙ ൌ 0 – с задачей Три-
коми с данными на противоположной характеристике. 

Сильная разрешимость частных случаев задачи при ߙ ൌ 1 и при ߙ ൌ 0 исследована в работе 
М.А. Садыбекова, Г.Д. Тойжановой [7]. Показано, что при ߙ ൌ 1 задача является вольтерровой, а 
при ߙ ൌ 0 – у задачи существует собственное значение.Случай же произвольного ߙ оставался до 
сих пор не исследованнным. Исследованию задачи именно в этом случае и посвящена настоящая 
работа. 

3. О сильной разрешимости задачи. Определение. Функцию ݑ ∈  ଶሺΩሻ называют сильнымܮ
решением задачи, если существует последовательность функций ሼݑሽ, ݑ ∈ ܹ ൌ ଵሺΩഥሻܥ ∩
௫,௬ܥ
ଵ,ଶ	ሺΩഥ

ଵ
ሻ ∩  ଶሺΩഥଶሻ, удовлетворяющих краевым условиям задачи, такая, что последовательностиܥ

 .݂ и ݑ ଶሺΩሻ, соответственно, к функциямܮ  сходятся в пространствеݑܮ  иݑ
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Теорема 1. Для любой функции ݂ ∈ ,ݔሺݑ ሻ существует единственное сильное решениеߗଶሺܮ  ሻݕ
задачи ଵܵ. Это решение принадлежит классу ܪଵሺΩሻ ∩ ௫,௬ܪ

ଵ,ଶ	ሺΩ
ଵ
ሻ ∩ - удовлетворяет нера	ሺΩഥሻ,ܥ

венству 
ଵ‖ݑ‖  ܿ	‖݂‖,                                                                  (4) 

и представляется в виде 

,ݔሺݑ ሻݕ ൌ ∬ ,ݔሺܭ ;ݕ ,ଵݔ ଵሻΩݕ
݂ሺݔଵ,  ଵ,                                        (5)ݕଵ݀ݔଵሻ݀ݕ

где ܭ ∈ ଶሺΩܮ ൈ Ωሻ. 
Доказательство. В силу однозначной разрешимости первой краевой задачи для уравнения 

теплопроводности и задачи Коши для волнового уравнения, решение уравнения (1) представляется 
в виде 

,ݔሺݑ ሻݕ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ  ଵݔ݀  ݔሺܩ െ ,ଵݔ ,ݕ ,ଵݔଵሻ݂ሺݕ ଵݕଵሻ݀ݕ 

ଵ


௫


 ݔ௬భሺܩ െ ,ଵݔ ,ݕ 0ሻ߬ሺݔଵሻ݀ݔଵ
௫
 , ݕ  0,

െ ଵߦ݀  ଵ݂ሺߦଵ, ଵߟଵሻ݀ߟ
ఎ
కభ

ఎ
క 

ଵ

ଶ
ሾ߬ሺߦሻ  ߬ሺߟሻሿ െ

ଵ

ଶ
 ݏሻ݀ݏሺߥ
ఎ
క , ݕ ൏ 0,

                 (6) 

где 

߬ሺݔሻ ൌ ,ݔሺݑ 0ሻ, ߬ሺ0ሻ ൌ ߦ,0 ൌ ݔ  ߟ ,ݕ ൌ ݔ െ ,ݕ ሻݔሺߥ ൌ
డ௨

డ௬
ሺݔ, 0ሻ, ଵ݂ሺߦ, ሻߟ ൌ

ଵ

ସ
݂ ቀ

కାఎ

ଶ
,
కିఎ

ଶ
ቁ, 

 

аܩሺݔ െ ,ଵݔ ,ݕ -ଵሻ - функция Грина первой начально-краевой задачи для уравнения теплопроݕ
водности в квадрате ܣܣܤܤ , представимая в виде [8]: 

,ݔሺܩ ,ݕ ଵሻݕ ൌ
ଵ

ଶ√గ௫
∑ ݁ݔ ቄെ

ሺ௬ି௬భାଶሻమ

ସ௫
ቅ െ ݔ݁ ቄെ

ሺ௬ା௬భାଶሻమ

ସ௫
ቅ
ଶ
൨ା∞

ୀି∞ 	                     (7) 

Вычислив в (6) производную 
డ௨

డ௬
 и устремляя ݕ к нулю, внутри области Ωଵ получим соотно-

шение между ߬ሺݔሻи ߥሺݔሻ, перенесенное из параболической части: 

ሻݔሺߥ ൌ  ݇ሺݔ െ ሻ߬ݐ ′ሺݐሻ݀ݐ  Φሺݔሻ,
௫
                                                 (8) 

где 

݇ሺݔሻ ൌ
ଵ

√గ௫
∑ ݁ି

మ

ೣା∞
ୀି∞  ,                                                         (9)  

Φሺݔሻ ൌ  ଵݔ݀  ݔሺܩ െ ,ଵݔ ,ଵݔଵሻ݂ሺݕ ଵݕଵሻ݀ݕ
ଵ


௫
 ,                                    (10) 

,ݔሺܩ ଵሻݕ ≡ ,ݔ௬ሺܩ ,ଵݕ 0ሻ ൌൌ
ଵ

ଶ√గ௫
య
మൗ
∑ ሺݕଵ  2݊ሻ݁ି

ሺభశమሻ
మ

రೣା∞
ୀି∞ .                         (11) 

Аналогично находим интегро-дифференциальное соотношение между ߬ሺݔሻи ߥሺݔሻ, перенесен-
ное на отрезок ܤܣ из гиперболической части Ωଶ. Оно имеет вид: 

ሻݔሺߥ ൌ ሺ2ߙ െ 1ሻ߬ ′ሺݔሻ െ ߙ2  ଵ݂ሺߦଵ, ଵߦሻ݀ݔ
௫
 െ 2ሺ1 െ ሻߙ ଵ݂ሺݔ, ଵߟଵሻ݀ߟ

ଵ
௫ , 0 ൏ ݔ ൏ 1.            (12) 

Случай 2ߙ ൌ 1 является самым простым. В этом случае из (12) сразу находится значение ߥሺݔሻ 
для всех 0 ൏ ݔ ൏ 1. Тогда решение задачи Sଵ строится в явном виде и в параболической и в гипер-
болической частях области. Это стандартная процедура и мы на ней подробно останавливаться не 
будем. 

Пусть 2ߙ ് 1. Тогда, исключая из соотношений (8) и (12) функцию ߥሺݔሻ, получим для ߬′ሺݔሻ 
интегральное уравнение Вольтерра второго рода: 

ሺ2ߙ െ 1ሻ߬ ′ሺݔሻ െ  ݇ሺݔ െ ሻ߬ݐ ′ሺݐሻ݀ݐ ൌ φሺݔሻ, 0 ൏ ݔ ൏ 1,
௫
                                (13) 

где 

φሺݔሻ ൌ නߙ2 ଵ݂ሺߦଵ, ଵߦሻ݀ݔ

௫



 2ሺ1 െ ሻනߙ ଵ݂ሺݔ, ଵߟଵሻ݀ߟ

ଵ

௫

െ න݀ݔଵ නܩሺݔ െ ,ଵݔ ,ଵݔଵሻ݂ሺݕ ଵݕଵሻ݀ݕ

ଵ



௫



. 
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Разделив уравнение (13) на ሺ2ߙ െ 1ሻ, будем иметь 
 

߬ ′ሺݔሻ െ  ݔሺܭ െ ሻ߬ݐ ′ሺݐሻ݀ݐ ൌ Φሺݔሻ, 0 ൏ ݔ ൏ 1,
௫
                                         (14) 

 

где ܭሺݔ െ ሻݐ ൌ ݇ሺݔ െ ߙሻ/ሺ2ݐ െ 1ሻ,Φሺݔሻ ൌ φሺݔሻ/ሺ2ߙ െ 1ሻ. 
Таким образом, задача Sଵ эквивалентно редуцирована к интегральному уравнению Вольтерра 

второго рода (14). Так как 2ߙ ് 1, а ядро ݇ሺݔ െ  ሻ представимо в видеݐ

݇ሺݔሻ ൌ
ଵ

√గ௫
 ෨݇ሺݔሻ, 

где ෨݇ሺݔሻ ∈ ;ሾ0∞ܥ 1ሿ, то ݇ሺݔሻ – ядро со слабой особенностью. Поэтому существует единственное 
сильное решение уравнения (14) и оно имеет вид  

߬ ′ሺݔሻ ൌ Φሺݔሻ   Гሺݔ െ ݐሻ݀ݐሻΦሺݐ
௫
 ,                                                 (15) 

где Гሺݔሻ – резольвента уравнения (14): 

Гሺݔሻ ൌܭሺ〱ሻ
∞

ୀଵ

, ሻݔଵሺܭ ൌ ,ሻݔሺܭ ሻݔାଵሺܭ ൌ නܭଵሺݔ െ ,ݐሻ݀ݐሺܭሻݐ ݆ ∈ ܰ

௫



. 

Из (15), с учетом߬ሺݔሻ ൌ 0, после несложных преобразований получим 

τሺݔሻ ൌ  Гଵሺݔ െ ݐሻ݀ݐሻΦሺݐ
௫
 ,                                           (16) 

где  
Гଵሺݔሻ ൌ 1   Гሺݐሻ݀ݐ.

௫
                                                         (17) 

Подставляя в (16) значение Φሺݐሻ, после очевидных преобразований приходим к виду  

τሺݔሻ ൌ
2ሺߙ െ 1ሻ
ሺ2ߙ െ 1ሻ

න݀ߦଵ

௫



න Гଵሺݔ െ ଵሻߦ ଵ݂ሺߦଵ, ଵߟଵሻ݀ߟ 

ଵ

కభ

 


ߙ2

ሺ2ߙ െ 1ሻ
න݀ߦଵ

௫



න Гଵሺݔ െ ଵሻߟ ଵ݂ሺߦଵ, ଵߟଵሻ݀ߟ

௫

కభ

െ 

െ
ଵ

ሺଶఈିଵሻ
 ଵݔ݀  ݔଵሺܩ െ ,ଵݔ ,ଵݔଵሻ݂ሺݕ ,ଵݕଵሻ݀ݕ

ଵ


௫
                                         (18) 

где ܩଵሺݔ, ሻݕ ൌ  ,ݐሺܩ ݔሻГଵሺݕ െ .ݐሻ݀ݐ
௫
  

Подставляя (18) в (8) и в (6), получим формулу (5), где подробный вид ядра ܭሺݔ, ;ݕ ,ଵݔ  ଵሻݕ
может быть выписан в явном виде. Из-за его громоздкости мы здесь этот вид приводить не будем. 

Покажем только, что ܭሺݔ, ;ݕ ,ଵݔ ଵሻݕ ∈ ଶሺΩܮ ൈΩሻ. Для этого из анализа представления ядра 
легко видеть, что в формуле все слагаемые ограничены, за исключением первого: ܩଶሺݔ െ ,ଵݔ ,ݕ  ,ଵሻݕ
в котором не ограничено слагаемое ܩሺݔ െ ,ଵ,䋎ݔ  ଵሻ . Поэтому достаточно показать, чтоݕ

ݔሺߠଵሻݕሺߠሻݕሺߠ െ ݔሺܩଵሻݔ െ ,ଵݔ ,ݕ ଵሻݕ ∈ ଶሺΩܮ ൈΩሻ. 

Из представления (7) функции Грина ܩሺݔ െ ,ଵݔ ,ݕ -ଵሻ следует, что для этого достаточно оцеݕ
нить слагаемое при ݊ ൌ 0: 

ݔሺܤ െ ,ଵݔ ,ݕ ଵሻݕ ൌ ݔሺߠଵሻݕሺߠሻݕሺߠ െ ଵሻݔ
ଵ

ଶඥగሺ௫ି௫భሻ
ቂ݁ݔ ቄെ

ሺ௬ି௬భሻమ

ସሺ௫ି௫భሻ
ቅ െ ݔ݁ ቄെ

ሺ௬ା௬భሻమ

ସሺ௫ି௫భሻ
ቅቃ . 

Заметим, что	0  ݔሺܤ െ ,ଵݔ ,ݕ ଵሻݕ 
ଵ

ଶඥగሺ௫ି௫భሻ
е
ି
ሺషభሻ

మ

రሺೣషೣభሻ . Пользуясь этим, вычислим 
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‖B‖మሺΩൈΩሻ
ଶ ൌ න݀ݔ

ଵ



න݀ݕ

ଵ



න݀ݔଵ

௫



න|ܤሺݔ െ ,ଵݔ ,ݕ ଵݕଵሻ|ଶ݀ݕ ൌ

ଵ



 

ൌ න݀ݕ

ଵ



න݀ݕଵ න݀ݔ

ଵ



න|ܤሺݔଵ, ,ݕ ଵݔଵሻ|ଶ݀ݕ

௫



ଵ



 

 න݀ݕ

ଵ



න݀ݕଵ

ଵ



න|ܤሺݔ, ,ݕ ݔଵሻ|ଶ݀ݕ 
1
ߨ4

න݀ݕ

ଵ



න݀ݕଵ

ଵ



න
1
ݔ
еି

ሺ௬ି௬భሻమ

ସ௫

ଵ



ଵ



ݔ݀ ൌ 

ൌ
1
ߨ4

න݀ݕ

ଵ



න
ݔ݀
ݔ

ଵ



න еି
ሺ௬ି௬భሻమ

ସ௫

ଵ



 .ଵݕ݀

Заменяя  
௬ି௬భ
ଶ√௫

ൌ  ଶ , далее имеемݕ

1
ߨ4

න݀ݕ

ଵ



න
灜ݔ
ݔ

ଵ



න еି௬మ
మ
ݔ√2

௬
ଶ√௫

௬ିଵ
ଶ√௫

ଶݕ݀  	
1
ߨ2

න݀ݕ

ଵ



න
ݔ݀

ݔ√

ଵ



න еି௬మ
మ

∞

ି∞

ଶݕ݀ ൌ ܿන
ݔ݀

ݔ√
൏ ∞.

ଵ



 

Следовательно, ܭሺݔ, ;ݕ ,ଵݔ ଵሻݕ ∈ ଶሺΩܮ ൈ Ωሻ. 
Непосредственным вычислением нетрудно убедиться в справедливости оценки: 

‖Φሺݔሻ‖మሺ,ଵሻ  ܿ	‖݂‖. 

Поэтому из (15) имеем 

‖τ′ሺݔሻ‖మሺ,ଵሻ  ܿ‖Φሺݔሻ‖మሺ,ଵሻ  ܿ	‖݂‖. 

Отсюда и из свойств решения первой начально - краевой задачи для уравнения теплопроводности 
следует, что решение задачи Т1 принадлежит классу ܹ ൌ ଵሺΩሻܪ ∩ ௫,௬ܪ

ଵ,ଶ	ሺΩ
ଵ
ሻ ∩ -ሺΩഥሻ и удовлетвоܥ

ряет неравенству (4). 
Покажем, что найденное решение будет сильным. Так как ܥ

ଵሺΩഥሻ плотно в ܮଶሺΩሻ , то для 
любой функции ݂ ∈ ଶሺΩሻ существует последовательность функций ݂ܮ ∈ ܥ

ଵሺΩഥሻ таких, что 
‖ ݂ െ ݂‖ → 0, ݊ → ∞. Обозначим ݑ ൌ ଵିܮ ݂. 

При ݂ ∈ ܥ
ଵሺΩഥሻ нетрудно видеть, что Φሺݔሻ ∈ -ଵሾ0,1ሿ. Поэтому уравнение (14) можно расܥ

сматривать как интегральное уравнение Вольтерра второго рода в пространстве ܥଵሾ0,1ሿ. Следо-
вательно, τ

′ ሺݔሻ ൌ ,ݔ௫ሺݑ 0ሻ ∈  ଵሾ0,1ሿ.Из свойств решений первой начально-краевой задачи дляܥ
уравнения теплопроводности и задачи Дарбу для волнового уравнения, принимая во внимание 
представление (6), получаем, что ݑ ∈ ܹ для всех ݂ ∈ ܥ

ଵሺΩഥሻ. 
В силу неравенства (4) имеем ‖ݑ െ ଵ‖ݑ  ܿ‖ ݂ െ ݂‖ → 0. 
Следовательно, ሼݑሽ есть последовательность, отвечающая определению сильного решения, 

задача S1 сильно разрешима для любой правой части ݂, и сильное решение принадлежит классу 
ଵሺΩሻܪ ∩ ௫,௬ܪ

ଵ,ଶ	ሺΩ
ଵ
ሻ ∩  .ሺΩഥሻ . Теорема 1 доказанаܥ

4. О спектре задачи. Из Теоремы 1 следует, что оператор ܮ задачи S1 обратим, и обратный 
оператор ିܮଵ является оператором Гильберта – Шмидта. Тогда спектр может состоять только из 
собственных значений оператора ିܮଵ. Естественно возникает вопрос о существовании собствен-
ных значений оператора ିܮଵ, следовательно, и задачи S1. 

Теорема 2. Пусть ܮ - оператор задачи ଵܵи ߙ ് 1.Тогда существует ߣ ∈ ԧ такое, что урав-
нение ݑܮ ൌ  .имеет нетривиальное решение ݑߣ
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Доказательство. Приведем здесь только краткую схему доказательства. Через ܮ обозначим 
замыкание в ܮଶሺΩሻ дифференциального оператора, заданного на ܹ равенством (1) Из теоремы 1 
следует, что оператор ܮ - обратим, и ିܮଵ - оператор Гильберта – Шмидта, определяемый формулой 
(5). Тогда оператор ିܮଶ ≡ ሺିܮଵሻଶ ядерный в ܮଶሺΩሻ. Поэтому для оператора ିܮଶ применим результат 
В.Б. Лидского о совпадении матричного и спектрального следов. 

Лемма [9] Если оператор Т – ядерный в гильбертовом пространстве ܪ, тогда, каков бы ни 
был ортонормированный базис ߮ሺ݅ ൌ 1,2, … ሻв ܪ, справедливо равенство 

ܶܵ ≡ ∑ ሺܶ߮, ߮ሻ
∞
ୀଵ ൌ ∑ ሺܶሻߣ

∞
ୀଵ ,                                                (19) 

где ߣ – собственные значения оператора ܶ. 
Известно также, что, если ܶ – ядерный оператор в пространстве ܮଶሺΩሻ, представленный как 

произведение ܶ ൌ  :двух операторов Гильберта – Шмидта ܴܭ

ሺ݂ܭሻሺݖሻ ൌ න ,ݖሺܭ ଵሻݖ
Ω

݂ሺݖଵሻ݀ݖଵ, ሺܴ݂ሻሺݖሻ ൌ න ܴሺݖ, ଵሻݖ
Ω

݂ሺݖଵሻ݀ݖଵ, 

то имеет место формула Гаала вычисления следов [10] 

ܶܵ ൌ  ቂ ,ݖሺܭ ,ଵݖଵሻܴሺݖ ሻΩݖ
ଵቃݖ݀ Ω.ݖ݀

                                           (20) 

Из (19) и (20) получаем, что 

ଶିܮܵ ൌ ∬ ݕ݀ݔ݀  ,ݔሺܭ ;ݕ ,ଵݔ ,ଵݔሺܭଵሻݕ ;ଵݕ ,ݔ ଵΩΩݕଵ݀ݔሻ݀ݕ
. 

Используя явный вид ядра ܭሺݔ, ;ݕ ,ଵݔ ଶିܮܵ ଵሻ можем показать, чтоݕ ് 0. Не останавливаясь 
на подробных вычислениях укажем только, что наиболее существенным является доказательство 

отличия от нуля интеграла  ,ݐሺܩ 	ݐሻ݀ݕ
క
 . Имеем 

නܩሺݐ, ݐሻ݀ݕ ൌ

క



1

ߨ√2
 න

ݕ  2݊

ݐ
ଷ
ଶൗ

݁ି
ሺ௬ାଶሻమ

ସ௧ ݐ݀ ൌ

క



ା∞

ୀି∞

2

ߨ√
 න ݁ି௧

మ
ݐ݀

േ∞

௬ାଶ
ଶඥక

∞

ୀ∓∞

ൌ 

ൌ െ
2

ߨ√
 න ݁ି௧

మ
ݐ݀ 

2

ߨ√
 න ݁ି௧

మ
ݐ݀ ൌ

∞

௬ାଶ
ଶඥక

ା∞

ୀ

௬ାଶ
ଶඥక

ି∞

ିଵ

ୀି∞

 

ൌ
2

ߨ√

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

 න ݁ି௧
మ
ݐ݀ െ න �ି௧

మ
ݐ݀

∞

ି
௬ାଶ
ଶඥక

∞

ୀଵ

∞

௬ାଶ
ଶඥక

∞

ୀ

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ൌ
2

ߨ√

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

 න ݁ି௧
మ
ݐ݀ െ න ݁ି௧

మ
ݐ݀

∞

ଶି௬
ଶඥక

∞

ୀଵ

∞

௬ାଶ
ଶඥక

∞

ୀ

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ൌ 

ൌ
2

ߨ√

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

 න ݁ି௧
మ
ݐ݀ െ න ݁ି௧

మ
ݐ݀

∞

ଶି௬ାଶ
ଶඥక

∞

ୀ

∞

௬ାଶ
ଶඥక

∞

ୀ

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ൌ
2

ߨ√
 න ݁ି௧

మ
.ݐ݀

ଶାଶି௬
ଶඥక

ଶା௬
ଶඥక

∞

ୀ

 

Отсюда получаем, что ,ݐሺܩ ݐሻ݀ݕ  0
క
 .Причем равенство здесь достигается только на ݕ ൌ 1, 

то есть  ,ݐሺܩ ݐሻ݀ݕ ≢ 0
క
 . 

Отличие от нуля других слагаемых показывается проще, и мы на этом подробно останав-
ливаться не будем. Таким образом, доказывается, что ܵିܮଶ ് 0. 

Тогда, в силу (19), имеем∑ ଶሻିܮሺߣ ≡
∞
ୀଵ ∑ ߣ

ଶሺିܮଵሻ ് 0,∞
ୀଵ гдеߣሺିܮଶሻ – собственные значе-

ния оператора ିܮଶ. 
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Это означает, что ∑
ଵ

ఒೖ
మ ് 0,∞

ୀଵ  где ߣ - собственные значения задачи (1) – (3). Отсюда следует 

существование собственных значений рассматриваемой нами нелокальной краевой задачи. 
Авторы выражают благодарность М. А. Садыбекову за постановку задачи и ценные советы во время 

работы.Эта работа была поддержана грантом 0825/ГФ4 МОН РК. 
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ПАРАБОЛА-ГИПЕРБОЛАЛЫҚ АРАЛАС ТИПТЕГІ ТЕҢДЕУ ҮШІН 
БЕЙЛОКАЛ ШЕТТІК ЕСЕПТІҢ СПЕКТРІ ТУРАЛЫ 

 

Г. Ділдəбек1, 2, А. А. Тенгаева1, 3 
 

1Математика жəне математикалық моделдеу институты, Алматы, Қазақстан, 
2əл-Фараби атындағы Қазақ ұлттық университеті, Алматы, Қазақстан, 

3Қазақ ұлттық аграрлық университеті, Алматы, Қазақстан 
 

Тірек сөздер: бейлокал шеттік шарт; спектр; аралас типті теңдеу; матрицалық із; спектралдық із. 
Аннотация. Жұмыста І текті парабола-гиперболалық типтегі оператор үшін классикалық емес шеттік 

шарттар мен берілген спектралдық есеп қарастырылады. Есеп стандартты облыста қарастырылады. Облыс-
тың параболалық бөлігі тіктөртбұрыш. Ал, облыстың гиперболалық бөлігі характеристикалық үшбұрышпен 
сəйкес келеді. Облыстың параболалық бөлігінде локалді шеттік шарт жəне гиперболалық бөлігінде жыл-
жымалы шеттік шарт қарастырылады. Қарастырылған есептің əлді шешілімділігі дəлелденеді. Шешілімділік 
теориясымен салыстырғанда аралас типтегі теңдеулердің спектралдық мəселелері аз зерттелген болып 
табылады. Берілген есепке сəйкес дифференциалдық оператор түсінігі енгізіледі. Есептің меншікті мəндері 
деп осы оператордың меншікті мəндерін түсінеміз. Есептің меншікті мəндерінің бар болуы дəлелденеді. 
Дəлелдеу барысында кері оператордың интегралдық көріністе болатындығы негізделеді. Осы интегралдық 
оператор ядросының түрін пайдаланып, оператордың матрицалық ізі нөлден өзгеше болатындығы дəлел-
денеді. Дəлелдеу ядролық операторлар үшін матрицалық жəне спектралдық іздердің сəйкестігі туралы фор-
муланы қолданумен аяқталады. 

 

Поступила 13.01.2016 г. 
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