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Key words: upruhost, plasticity, parometer, bulding, cavity, algorithm, iterations, system. 
Abstract. With the transition ore mining operations at great depths at a sufficiently high level of static and 

dynamic(seismic naruzok) rocks around such vyoabotok may become limiting sostyanii and magnitude of static and 
seismic stresses exceed the ultimation of zones of inelastic deformation, cove ring all or part contour generation. 
Design and construction of underground structures regumres a well informed approach to determine their stress and 
strain state through improved elastic-plastic models. 

It proposed a semi-inverse numerical method for solving elastic-plastic strain state and around the crosscut in 
transtropic array when its longitudinal axis is directed transversely isotropic prosiravaniya plane and is in a genera-
lized plane strain. The object is modeled in the assumptions that in an elastic band array is anisotropic and obeys 
generalized Hooke's law, and inelastic zone is modeled as an isotropic medium for the Hoek-Brown criterion. The 
problem is solved by an approximate inverse floor P.I.Perlin iterative ineratsionnoy scheme. An algorithm for the 
numerical realization of this problem for PC, presented the design scheme, and also composed the system of 
algebraic equations for the unknown coefficients of the complex potential . The calculations of the numerical results 
and the configuration of elastic-plastic zones near the cavity, depending on the parameters of elastic anisotropy are 
presented in the form of graphs. 

 
 

УДК 622.011. 04; 622.023 
 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ  

В ТРАСТРОПНОМ МАССИВЕ С ПОЛОСТЬЮ 
 

М. Е. Ескалиев1, М. К. Чанбаева1, К. Абылбекова2, Ж. И. Есимбекова2 

 
1Казахский государственный женский педагогический университет, Алматы, Казахстан, 

2№ 139 школа-гимназия им. А. Байтурсунова, Алматы, Казахстан 
 

Ключевые слова: упругость, пластичность, параметр, зона, потенциал, выработка, алгоритм, система, 
итерация. 

Аннотация. С переходом горнодобычных работ на большие глубины при достаточно высоком уровне 
статических и динамических (сейсмических нагрузок) горные породы вокруг таких выработок могут пере-
ходить в предельное состояние, а величины статических и сейсмических напряжений превосходить пределы 
прочности горных пород, приводя к образованию зон неупругих деформации, охватывающих полностью или 
частично контур выработки. Проектирование и строительство подземных сооружений требует также 
обоснованного подхода к оценке воздействия нагрузок на различные типы конструктивных элементов со-
оружений, определения их напряженного и деформированного состояний на основе совершенствования 
упругопластических моделей. Для решения задачи предложен полуобратный численный метод для решения 
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упругопластического и деформированного состояния вокруг квершлага в транстропном массиве, когда его 
продольная ось направлена вкрест простирания плоскости изотропии и находится в условиях обобщенной 
плоской деформации. Объект моделируется в допущениях, что в упругой зоне массив анизотропен и под-
чиняется обобщенному закону Гука, а неупругая зона моделируется как изотропной средой для критерия 
Хоека-Брауна. Задача решается приближенно полуобратным методом П.И.Перлина с привлечением итера-
ционной схемы. Составлен алгоритм для численной реализации указанной задачи для ПЭВМ, представлена 
расчетная схема, а так же составлена система алгебраических уравнений для нахождения неизвестных 
коэффициентов комплексного потенциала. Расчеты численных результатов и конфигурации упругопласти-
ческих зон вблизи полости в зависимости от параметров упругой анизотропии приведены в виде графиков. 

 
Введение. Вскрытие и разработка залежей полезных ископаемых в слоистой горной породной 

толще осуществляется путем проходки и сооружения сети горизонтальных выработок на раз-
личных глубинах (этажах). Проектирование и строительство подземных сооружений требует 
также обоснованного подхода к оценке воздействия статических и сейсмических нагрузок на 
различные типы конструктивных элементов сооружений, определения их напряженного и дефор-
мированного состояний на основе совершенствования упругопластических моделей. Наглядным 
примером в этом отношении служат задачи механики горных пород, связанные с расчетом 
упругопластического статического, сейсмонапряженного состояния и прочности подземных соору-
жений. При оценке прочности и сохранности горных выработок и их конструктивных элементов 
возникает настоятельная необходимость определения границ зон неупуругих деформации. 

 Интерес к решению упругопластических задач в последнее время заметно вырос, особенно со 
стороны специалистов по механике горных пород. Это объясняется рядом обстоятельств. 

Во-первых, оно связано с продолжающимися экспериментами в натуре по установлению 
упругопластических границ вокруг горных выработок, определению прочностных и дефор-
мационных характеристик пород в зонах неупругих деформации. Сюда относятся работы                     
[4, 6-9,18, 22-25]. 

Во-вторых, упомянутые выше обстоятельства частично связаны с стремлением привлечь к 
определению зон неупругих деформации вокруг выработок неклассических теорий пластичности. 
Так, например, Н.С.Булычевым [8, 9] предлагается критерий устойчивости пород. Имеется модель 
идеально-пластического тела Христиановича-Шемякина [26]. 

В-третьих, с дифференциацией зоны неупругих деформаций на подзоны [5]. 
Методы исследования. При решении указанных проблем в статье будут использовано 

физическое, математическое и компьютерное моделирование, основанное на точных уравнениях 
теории упругости анизотропного тела [19], теории пластичности [17], полуобратный метод 
П.И.Перлина [20,21] теории разрушения твердых тел, а также на современных геолого-геофизи-
ческих данных горного массива слоистой структуры. Будут использованы классические и совре-
менные методы механики деформируемого твердого тела, теории упругости, механики разру-
шения и вычислительной математики. 

Результаты исследования. При заданных внешних объемных силах, не меняющихся вдоль 
продольной оси квершлага, в поперечном его сечении условия плоской деформаци не выпол-
няются. 

Рассматривается метод коллокаций упругопластического напряженного и деформированного 
предельного состояния вокруг квершлага в транстропном массиве, когда ее продольная ось 
направлена вкрест простирания плоскости изотропии и находится в условиях плоской обобщенной 
деформации. 

 Задача решена полуобратным методом П.И. Перлина [20,21] с привлечением итерационной 
схемы. Область неупругой деформации полностью охватывает незакрепленный контур выработки 
радиуса R. Изотропный несжимаемый материал в зоне неупругой деформации подчиняется 
критерию текучести Хоека-Брауна без смягчения; упругая область находится в условиях обоб-
щенной плоской деформации и его поведение описывается уравнением обобщенного закона Гука 
для однородного транстропного массива с наклонной плоскостью изотропии. 

Критерий текучести Хоека-Брауна [27] характерно для горных пород выражается следующим 
образом: 
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где ,0c  сопротивление при простом сжатии неповрежденного камня (породы), значения 

берутся из эксперимента; s – параметр (величина) определяющий уровень потрескивания (1 для 
случая неповреждения и 0 (ноль) в случае когда материал полностью раздроблен). 

Далее определим выражение разных полей внутри пластической зоны, которых полностью 
охватывает контур выработки круглого поперечного сечения. Для этого используем тот факт, что 
критерий пластичности достигается по всей предельной зоне, что позволяет записать   через r  

и решить уравнение равновесия. Полученное дифференциальное уравнение при граничных 

условиях r=R , i
p
r P :  
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где P i  - внутреннее давление, m – параметр связанный со свойствами горной породы (обычно от 5 

до 30), через буквы «р» снабжены компоненты пластических напряжений. 
  Преобразование дифференциального корня сложной функции: 
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В силу статической определимости задачи в пластической зоне компоненты напряжений в 
полярной системе координат таковы: 
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В нашем варианте допускаем, что внутреннее давление равно нулю (P i =0).   

В прямоугольных координатах компоненты напряжений в зоне неупругости представлены 
формулами 
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Задача решается полуобратным методом с привлечением метода коллокаций [1-5]. 
Напряжения в упругой зоне представляются через три аналитических функций [6] (k = 1, 2, 3) 

 kk z  усложненного комплексного аргумента (k = 1, 2, 3) 
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Здесь sk – параметра анизотропии массива, представляющие собою корни характеристического 
уравнения шестой степени [7]. 
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В случае выработки типа квершлага в трастропном массиве, нужно выделить пять упругих 
параметров 2121 ,,, EE и 2G , а затем согласно работе [7] вычислить упругие параметры 

анизотропии )3,2,1( êê .  
Для всех приведенных постоянных массива с квершлагом эти параметры чисто мнимые, т.е. 

kk is   величины k определяют степень анизотропности тела. 

Из-за симметрии задачи относительно осей кординат рассматривается первая четверть 
отображенной плоскости (рисунок 1). 
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Рисунок 1 – Расчетная схема для решения упругопластической задачи с квершлагом 
 

Зададим на осях Ox и Oy точки А и В как известные точки упругопластической границы. 
Предположим, что между этими точками искомая граница в первом приближении представляет 
собой эллипс с полуосями Oa и Ob. Отклонение истинной границы от эллипса уточняется в 
процессе решения задачи. 

Конформное отображения внешности эллипса на внешность единичного круга осуществ-
ляется функцией 

   ,1
21

  mmz                                                            (7) 

где ,)()(),(5.0 1
21

 babambam   ,exp,  iiyxz s  a  и b  полуоси эллипса, 

 ,s  - полярные координаты точки. Комплексные потенциалы  kk z  представлены в виде: 

На упругопластической границе компоненты напряжений непрерывны: 
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Условия (8) должны быть выполнены для всех точек границы. Тогда из условия равенства 
числа неизвестных и числа уравнений находим, что верхний предел суммирования (9) (обозначим 
его через N) связан числом выбранных лучей m через соотношение N=(2m+3)/3, m =3, 6, 9, 12… -
число промежуточных направлений (лучей). Cогласно методике работ [4, 5[ составим раз-
решающую систему алгебраических уравнений для определения неизвестных коэффициентов             

koA и knA и уточнения границы зон. 
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где  ;, zsyz kjjk   (k=1, 2; j=1, 2, … m+2),       
2222
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n
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(k=1, 2, 3; j=1, 2, 3 … m+2; n=1, 2, 3, …, N). 
Контрольная система уравнений для численной реализации итерационного процесса имеет 

следующий вид: 
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Эта система из (9), т.е. система контрольных уравнений служат для уточнения положения 
упругопластической границы.  

Решая систему (9) находим )0(
knA  (для 0.121    - изотропный случай). Затем, подставляя 

эти величины в контрольную систему (10), получим разности между правыми и левыми их 

частями: e
xу

e
уxi ii

  .  

В зависимости от знака величины i  изменяется i  (радиус единичного круга) на выбранный 

шаг   и процесс решения повторяется. Каждый раз составляется величина 
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Если же  , где   определяет заданную точность, то итерационный процесс заканчивается. 
Если же  , то следует заменять i  на   в зависимости от знака i . Процесс повторяется до 

тех пор, пока не достигается желаемая точность либо последующие приближения не приведут к 
уменьшению величины  . 

После выполнения заданой точности определяются координаты упругопластической границы: 
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Напряжения на «бесконечности» p и q выражаются через коэффициенты A10 и A20 зави-
симостями 
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Исходные упругие и прочностные характеристики донбасского алевролита [7], где 
Е1=1,074*104МПа, Е2=0,523*104МПа, G2=0,120*104МПа, ,143,01   .198,02   

На рисунке 2а линия 1 соответствует изотропному массиву, здесь 90 , 0,11  , 

99,02  , 0,13  , sq  40.10 ; 

линия 2 – 
060 , 32,11  , 88,02  , 91,03  , 28,10 , q=2,30;  

линия 3 – 
030 , 81,11  , 57,02  , 697,03  , 21,10 , q=2,23; 

линия 4 – 0 , 01,21  , 318,02  , 561,03  , 03,10 , q=10,13. 
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Рисунок 2 – а – конфигурации упругопластических границ с изменением упругих параметров Е1, Е2, G2.  
Кривая 1 соответствует  = 90; 2 –  = 60, 3 –  = 30, 4 –  = 0; 

б – конфигурации упругопластических границ для тех же параметров при  = q = 10.40s 
 
На рисунке 2б построены пластические зоны при равных значениях напряжений на “беско-

нечности” с изотропным массивом. В этом случае неупругие зоны имеют несколько большие 
размеры по сравнению с изотропным. 

Практическая значимость работы заключается в возможном прогнозировании особенностей 
проявления горного давления в одиночной подготовительной и капитальной горизонтальной 
выработке с целью расчета направления преобладающих перемещений пород и выбора опти-
мального крепления выработки. 

Обсуждение результатов. Впервые решение упругопластической задачи для бесконечной 
полости с круговым отверстием в прямой постановке было получено Л.А.Галиным [10]. Позднее 
такого типа задачи рассматривались в исследованиях Г.Н.Савина [23], Б.Д.Аннина и Г.П.Че-
репанова [6], Дружко Е.Б [11], А.А.Шваба [25], А.Г.Протосеня [22], М.Т.Алимжанова [4] и других 
авторов. 

В работе Durelli A.J., Sciammarella C.A. [28] представлена общая постановка в криволинейных 
координатах задач об упругопластических плоских напряженных состояниях; задача форму-
лируется на матричном языке. 

Во всех [4, 6, 22-25] работах рассматривались лишь изотропная модель породного массива. 
Однако, модель массива как изотропного тела далеко не полностью описывает наблюдаемые в 
натуре особенности проявления горного давления. Решения упругоплпстической задачи для 
сложной слоистого породного массива в статье использовано анизотропная модель [1-3, 13-15], где 
учитываются все комплекты механико-геологические характеристики реального горного массива и 
их натурные структуры. 

Выводы. Привлечение модели анизотропного породного массива к задачам механики горных 
пород само по себе не ново. Оно берет начало еще работы Г.Н.Савина [23]. Затем С.Г.Лехниц-           
ким [19] рассмотрена вертикальная выработка(шахтный ствол) в массиве с горизонтальной 
плоскостью изотропии. Влияние угла этой плоскости на устойчивость ствола впервые изучено 
Ж.С.Ержановым и А.Я.Синяевым[13]. 

В статье впервые дана обоснованная постановка упругопластической задачи для транс-
тропного тела с полостью в виде квершлага с привлечением в пластической зоне условию теку-
чести Хоека-Брауна[27]. 

Пластические зоны можно считать как зоны вывала, то есть инженер зная наклонную слоис-
тость и геотехнику, сразу может прогнозировать зону вывала и делать соответствующие подпорки. 

Полученные научные результаты в некоторой степени может влиять на развитие прикладной 
геофизики, геомеханики, прикладной математики и на механику сплошных сред, прогнозу 
проявления горного давления. 
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СЕРПІМДІ-ПЛАСТИКАЛЫҚ ЕСЕПТІҢ МАТЕМАТИКАЛЫҚ МОДЕЛІ 
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Тірек сөздер: серпімділік, пластикалық, параметр, аймақ, потенциал, қазба, алгоритм, жүйе, итерация.  
Аннотация. Қума осі қабаттасу жазықтығына қарама-қарсы өтетін квершлаг(қуыс) маңайындағы 

серпімді-пластикалық деформация есебін шешу үшін жартылай кері қайыру сандық əдісі ұсынылған. Нысан 
мынандай болжамдарда модельденген: серпімді ортада массив анизотропты жəне Гуктың жалпылама заңына 
тəуелді, ал серпімсіз аймақ изотропты деп қарастырылып, Хоек-Браун ағымдық шартын қанағаттандырады. 
Есеп итерациялық схемамен П.И.Перлиннің жуықтама жартылай кері қайыру əдісімен шешілген. Есептің 
сандық жолының алгоритмі құрылып, дербес компьютерге арналған есептку схемасы беріліп, онымен қоса 
комплексті потенциалдың белгісіз коэффициенттерін анықтайтын алгебралық теңдеулер жүйесі құрылған. 
Есептеудің сандық нəтижелері жəне қуыс маңайындағы серпімді-пластикалық бейнелер серпімді анизотро-
пия параметрлеріне байланысты графиктер түрінде берілген. 
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