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ТОЛҚЫН ТЕҢДЕУІНІҢ ШАРТАРАПТЫ ЕСЕБІНІҢ  
ВӨЛТЕРЛІ БОЛУЫНЫҢ ҮЗІЛДІ – КЕСІЛДІ ШАРТЫ 

 
М.Б. Сапрыгина, А.Ш. Шалданбаев, И.О. Оразов, У.С. Байсейтова  

 
ОҚМУ, Шымкент қ, Қазақстан 

 
 Түйін сөздер: толқын теңдеуі, шартарапты есеп, вөлтерлі оператор, əсіре үзіксіздік. 
 Аннотация. Бұл еңбекте Гаалдың формуласы мен Нерсесян, Лидскидің теоремалары арқылы, толқын 

теңдеуінің шартарапты есебіне сəйкес кері оператордың вөлтерлі болуының үзілді-кесілді шарты табылды. 
 
 1. Кіріспе. Гиперболалық теңдеулердің шекаралық есептері өте аз зерттелген, мұның, бір 

себебі, Ж. Адамардың [1] əйгілі пікірі болса керек, оның байқауынша гиперболалық теңдеулерге 
бастапқы есептер, ал эллипстік теңдеулерге шекаралық есептер жайлы қойылған. Бастапқы 
есептерлің волтерлігі белсененедені белгілі, сондықтан, мұндай есептердің спектрəлдік таралымы 
жоқ десек-те болады. Осы орайда Хəрковтің зерттеушісі М. С Лившицтің [2] еңбектерін атап 
өткенді жөн көрдік, сол сияқты М.С. Бродскиидің еңбектерін [3] айтып кетейік. 

 Олар, өз еңбектерінде, вөлтерлі оператордың үшбұрышты мөделін жасады. Бұл мөделдің 
кемшілігі қосымша мүшесінің болуында, сондықтан, бұл теория кең тарамады. 

 Вөлтерлі операторды индефинитті кеңістікте жіктеуге болатын Ə.Ш. Шалданбаевтың [4] 
еңбектерінен көруге болады. 

Гурса есебі мен Коши есебі толқын теңдеуінің классикалық есептері қатарына жатады. Сол 
сыйақты Дарбудың есебі-де солардың қатарында. Бұл есептер қазіргі заман əдістері мен ұғымдары 
тұрғысынан Т.Ш. Калменовтың [5] кітабында сараланған, олардың вөлтерлі болатыны 
көрсетелген. Осы орайда, толқын теңдеуінің барлық жайлы есептері вөлтерлі екен деген ой 
туындайды, осыған жауап ретінде А.М. Нахушев [6] пен Т.Ш. Калменовтың [7], [8] еңбектері 
пайда болды. Сонымен бірге, Бияров Б.Н. мен Т.Ш. Калменовтың [9] еңбегін айта кетейік. Өзінің 
осы бағыттағы еңбектерін Т.Ш. Калменов [10] еңбегінде бір арнаға тоғыстыруға əрекет жасады. 
Сондай – ақ М.А. Садыбековтың [11], [12] екі еңбегі осы бағытқа арналған. 
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 Десек-те, бұл саланы толық зерттеліп бітті деп айта алмаймыз. Айтпақшы, жоғарыдағы 
зерттеулердің барлығы характеристикалық үшбұрыш ішінде жүргізілген, мұның басты себебі, 
авторлардың араластекті теңдеулер теориясының мамандары болғанынан, басқа себеп жоқ. 
Толқын тең теңдеуінің біргейлік аймағы характеристикалық тіктөрт бұрыш екені белгілі, 
сондықтан, оның екінші жағы неге бос қалды деген заңды сұрақ туындайды. Міне, осы жайлар, 
біздің толқын теңдеуінің шартарапты (нелокольный) есебімен айнасуымызға түрткі болды, жəне 
бұған негіз-де жоқ емес еді [13]. Біздің түпкі мақсатымыз, шартарапты толқын операторының 
спектрəлдік таралымен алу, ал əзірше, оның вөлтерлі болуының үзілді кеселді шартын анықтаумен 
шектелмекпіз. 

 Бұл еңбекте толқындық теңдеудің шартарапты шекаралық есебінің операторы қай кезде 
волтерлі болатынын үзілді - кесілді анықталады. 

Зерттеу барысында Brislawn C. [14], Лидскии В.Б [15] , жəне Нерсян А.Б. [16] еңбектері 
пайдаланылады. 

Есептің қойылуы. Ω െ дегеніміз XOY жазықтығында жатқан қабырғалары  
AB: ݕ ൌ 0, 0  ݔ  1; BC: ݔ ൌ 1 , 0  ݕ  1, CD: ݕ ൌ 1, 0  ݔ  1;  
DA: ݔ ൌ 0 , 0  ݕ  1, болатын тік төртбұрыш болсын делік . Осы тік төртбұрыш ішінде , 

мынадай ,  
ݑܮ                                                  ൌ ௫௬ݑ ൌ ݂ሺݔ, , ሻݕ ሺݔ, ሻݕ א  Ω                                                               (1) 
АВ|ݑ                                                     ൌ |ݑ , ݑߙ ൌ ߚ ·  ห                                                        (2)ݑ

 шартарапты есепті қарастырамыз, мұндағы, 
 α мен β бірден өзгеше кезкелген комплекс сандар, яғни  

                                                                   ሺ1 െ ሻሺ1ߙ െ ሻߚ ് 0.                                                                         (3) 
 Жоғарыдағы, [13] еңбекте, мынадай, теорема дəлəлденген  
 Теорема Егер (3) шарт орындалса, онда кез-келген ݂ሺݔ, ሻݕ א  ሺΩഥሻ үшін (1)+(2) есептіңܥ

бірегейлі шешімі бар, жəне ол Сଵ.ଵ
ଶ ሺΩሻ класына тиісті, сонымен бірге, ол , мына  

                                                                  ԡݑԡଵ  ݇ԡ݂ԡ                                                                   (4) 
теңсіздікті қанағаттандырады, мұндағы ԡ·ԡଵ െСоболевтің нормасы, ал ԡ·ԡି кəдімгі ܮଶ норма , 

ал К-дегеніміз ݑሺݔ, ,ݔሻ пен ݂ሺݕ  ሻ -ке тəуелсіз тұрақты шама . Сондай –ақݕ

,ݔሺݑ   ሻݕ ൌ ,ݔଵ݂ሺିܮ ሻݕ ൌ   ,ݔሺܭ ;ݕ ,ߦ ,ߦሻ݂ሺߟ ଵߟ݀ߦሻ݀ߟ


ଵ
  , 

мұндағы, (5) 
 

,ݔሺܭ ;ݕ ,ߦ ሻߟ ൌ
αβ

ሺ1 െ αሻሺ1 െ βሻ 
α

1 െ α
θሺx െ ξሻ 

β
1 െ β

θሺy െ ηሻ  θሺx െ ξሻθሺy െ ηሻ, 

 

 θሺxሻ ൌ ൜1, егер x  0
0, егер ч  0  (6) 

Жоғарыдағы, [4] теңсіздіктен Реллихтың ( [17]. с.183), немесе, Соболевтың ( [18], 106б) 
теоремасы бойынша, (5) оператордың ܮଶሺΩሻ кеңістігінде əсіре үздіксіз (вполне непрерывный) 
екенін көреміз, ал мұндай операторлардың спектрі нөл мен онан өзгеше меншікті мəндерден 
тұратын белгілі, кейде олардың болмауы –да мүмкін, ондай сəтте, ол операторды вөлтерлі дейді. 
Бұл атау Италияның көрнекті математигі Вөлтерраның құрметіне қойылған. 

Анықтама. Нөлден өзгеше меншікті мəндері жоқ, əсіре үздіксіз операторды вөлтерлі 
оператор деп атайды. 

 2.Есептің қойылуы. Мына, 
 
,ݔሺݑ                                           ሻݕ ൌ ,ݔଵ݂ሺିܮ ሻݕ ൌ   ,ݔሺܭ ;ݕ ,ߦ ,ߦሻ݂ሺߟ ଵߟ݀ߦሻ݀ߟ


ଵ

          мұндағы (5) 
 

,ݔሺܭ ;ݕ ,ߦ ሻߟ ൌ
αβ

ሺ1 െ αሻሺ1 െ βሻ 
α

1 െ α
θሺx െ ξሻ 

β
1 െ β

θሺy െ ηሻ  θሺx െ ξሻθሺy െ ηሻ, 
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 θሺxሻ ൌ ൜1, егер x  0
0, егер x  0  (6)  

интегралдық оператор қай кезде ܮଶሺΩሻ кеңістігінде вөлтерлі болады? 
3.Зерттеу əдістері. 
Жоғарыдағы, (5), (6) формулаларын ିܮଵ операторының Гильберт –Шмидт класына тиісті 

екенін байқаймыз, яғни, мына,  

න න න න ,ݔሺܭ ;ݕ ,ߦ ,ߦሻ݂ሺߟ ߟ݀ߦ݀ݕ݀ݔሻ݀ߟ ൏ ∞
ଵ



ଵ



ଵ



ଵ


 

шарт орындалады (163.170). Онда ିܮଶ ൌ ሺିܮଵሻଶ операторы ܮଶሺΩሻ – кеңістігінде ядролық 
оператор, сондықтан, оған В.В Лидскийдің [15] теоремасын қолдануға болады. 

 Теорема [15]. Егер А операторы Гильберттің А кеңістігінде ядролы болса, онда осы 
кеңістіктің кезкелген ߮ ሺୀଵ,ଶ,… ሻ ортанормаланған базисы үшін, мына, 

ܵܣ ൌ ൫ܣఝ,߮൯
ு

ൌ  , ሻܣሺܣ
∞

ୀଵ

∞

ୀଵ

 

 
теңдік орындалады,мұндағы ߣሺܣሻ െ дегеніміз А операторының меншікті мəндері, егер олар 

жоқ болса яғни А- вөлтерлі болса, онда  
ܣܵ ൌ 0. 

 Cондай-ақ, егер А ядролы операторы, Гильберт –Шмидт класының, мынадай, 
  

ሺ݂ܭሻሺݔሻ ൌ න ,ݔሺܭ ሻݕ
Ω

݂ሺݕሻ݀ݕ , 

ሺ݂ܩሻሺݔሻ ൌ න ,ݔሺܩ ሻݕ
Ω

݂ሺݕሻ݀ݕ , 

екі операторының композициясы болса, яғни ܣ ൌ ܭ ·  онда оның ізі Гаалдың [14] формуласы ܩ
арқылы табылатыны белгілі. 

Біздің жағдайда 
 

,ݔሺܭ ;ݕ ,ߦ ሻߟ ൌ
αβ

ሺ1 െ αሻሺ1 െ βሻ 
α

1 െ α
θሺx െ ξሻ 

β
1 െ β

θሺy െ ηሻ  θሺx െ ξሻθሺy െ ηሻ, 

Демек  

,ݔሺܭ ;ݕ ,כߦ ሻכߟ ൌ
αβ

ሺ1 െ αሻሺ1 െ βሻ 
α

1 െ α
θሺx െ ξכሻ 

β
1 െ β

θሺy െ ηכሻ  θሺx െ ξכሻθሺy െ ηכሻ, 

 

,כߦሺܭ ;כߟ ,ݔ ሻݕ ൌ
αβ

ሺ1 െ αሻሺ1 െ βሻ 
α

1 െ α
θሺξכ െ ሻݔ 

β
1 െ β

θሺηכ െ yሻ  θሺξכ െ כሻሺηݔ െ yሻ 

,ݔሺܭ ;ݕ ,כߦ ሻכߟ െ ,כߦሺܭ ; כߟ ,ݔ  ሻݕ

ൌ
αβ

ሺ1 െ αሻሺ1 െ βሻ ቢ
αβ

ሺ1 െ αሻሺ1 െ βሻ 
α

1 െ α
θሺχ െ ξכሻ 

β
1 െ β

θሺy െ ሻכߟ  θሺχ െ ξכሻ െ θሺy െ ሻכߟ

 ቀ
α

1 െ α
ቁ

ଶ
െ

β
1 െ β

 θሺξכ െ xሻ


αβ

ሺ1 െ αሻሺ1 െ βሻ θ ሺy െ ηכሻθሺξכ െ xሻ
α

1 െ α
൬

β
1 െ β

൰
ଶ

θሺηכ െ yሻ 
αβ

ሺ1 െ αሻሺ1 െ βሻ θ
ሺχ െ ξכሻθሺηכ െ yሻ


αβ

ሺ1 െ αሻሺ1 െ βሻ θ
ሺξכ െ xሻθሺηכ െ yሻባ 
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ൌ
αβ

ሺ1 െ αሻሺ1 െ βሻ ൴
αβ

ሺ1 െ αሻሺ1 െ βሻ 
α

1 െ α
θሺχ െ ξכሻ 

β
1 െ β

θሺy െ ሻכߟ  θሺχ െ ξכሻ · θሺy െ ሻ൸כߟ

ൌ
αβ

ሺ1 െ αሻሺ1 െ βሻ ൴
α

1 െ α
θሺξכ െ xሻ 

β
1 െ β

θ ሺηכ െ yሻ  θሺx െ ξכሻ · θ ሺηכ െ yሻ                   

 θሺξכ െ xሻ · θ ሺηכ െ yሻ ൌ൸

ൌ
αβ

ሺ1 െ αሻሺ1 െ βሻ ቬ
αβ

ሺ1 െ αሻሺ1 െ βሻ 
α

1 െ α
 

β
1 െ β

 θሺχ െ ξכሻ  θሺξכ െ xሻ

θሺξכ െ xሻ
ቭ ൌ

ൌ
αβ

ሺ1 െ αሻሺ1 െ βሻ ൴
αβ

ሺ1 െ αሻሺ1 െ βሻ 
α

1 െ α
 

β
1 െ β

 1൸

ൌ
αβ

ሺ1 െ αሻሺ1 െ βሻ ቀ
α

1 െ α
 1ቁ ൬

β
1 െ β

 1൰ ൌ
αβ

ሺ1 െ αሻଶሺ1 െ βሻଶ 

 
Kଶሺx , y;  ξ , ηሻ െ арқылы, мына, ିܮଶ - оператордың ядросын белгілесек, онда  

Kଶሺx , y;  ξ , ηሻ ൌ න න ,ݔሺܭ ,ݕ ሻכߟכߦ · ,כߦሺܭ ,כߟ ,ݔ ሻݕ
ଵ



ଵ


כߟ݀כߦ݀ ൌ

αβ
ሺ1 െ αሻଶሺ1 െ βሻଶ , 

 боларын көреміз. 
Егер ିܮଵ операторы вөлтерлі болса, онда ିܮଶ операторы-да вөлтерлі, онда Лидскийдің [15] 

теоремасы бойынша , 

ଶିܮݎݐ ൌ
αβ

ሺ1 െ αሻଶሺ1 െ βሻଶ ൌ 0, 

 
яғни α · β ൌ 0. 

Керісінше, αβ ൌ 0 ,болсын деп жорылық, онда α ൌ 0 , β ൌ 0 болған сəтте, Гурсаның вөлтерлі 
есебін аламыз, ал α ൌ 0 , β ് 0 ; α ് 0 , β ൌ 0 болған сəттерде, ିܮଵ операторының вөлтерлі екеніне 
Нерсесянның [16] немесе ሺሾ7ሿ , с. 73 ሻ , теоремасы арқылы көз жеткіземіз. 

4.Зерттеу нəтиежесі. 
 Теорема . Егер 

ሺ1 െ αሻሺ1 െ βሻ ് 0 
болса, онда мына,  

ݑܮ ൌ ௫௬ݑ ൌ ݂ሺݔ, , ሻݕ ሺݔ, ሻݕ א  Ω ; 
АВ|ݑ ൌ |ݑ , ݑߙ ൌ ߚ ·  หݑ

шекаралық есептің вөлтерлі болуы үшін, мына,  
α · β ൌ 0 

шарттың орындалуы қажетті, əрі, жеткілікті. 
5.Талқысы. 
Толқын теңдеуінің шекаралық есептерін функционалдық əдістермен зерттеген кезде, оларға 

сəйкес кері операторлардың əсіре үзіксіз боларын Реллихтың теоремасы бойынша əпсəтте 
дəлелдеуге болады.Осы сəтте спектр туралы мəселе туындайды,сондықтан вөлерлілік белгісі аса 
маңызды болып саналады. 
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