
ISSN 1991-346X  
 

ҚАЗАҚСТАН РЕСПУБЛИКАСЫ 
ҰЛТТЫҚ ҒЫЛЫМ АКАДЕМИЯСЫНЫҢ 

Х А Б А Р Л А Р Ы 

ИЗВЕСТИЯ 
 

НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК 
РЕСПУБЛИКИ КАЗАХСТАН 

N E W S 
 

OF THE NATIONAL ACADEMY OF SCIENCES 
OF THE REPUBLIC OF KAZAKHSTAN

 
 

ФИЗИКА-МАТЕМАТИКА 
СЕРИЯСЫ 

♦ 
СЕРИЯ 

ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
♦ 

PHYSICO-MATHEMATICAL  
SERIES 

 
 

2 (306) 

НАУРЫЗ – СƏУІР 2016 ж. 
МАРТ – АПРЕЛЬ 2016 г. 

MARCH – APRIL 2016 
 
 

1963 ЖЫЛДЫҢ ҚАҢТАР АЙЫНАН ШЫҒА БАСТАҒАН 
ИЗДАЕТСЯ С ЯНВАРЯ 1963 ГОДА 
PUBLISHED SINCE JANUARY 1963 

 
ЖЫЛЫНА 6 РЕТ ШЫҒАДЫ 
ВЫХОДИТ 6 РАЗ В ГОД 

PUBLISHED 6 TIMES A YEAR 
 
 
 
 
 
 

АЛМАТЫ, ҚР ҰҒА 
АЛМАТЫ, НАН РК 
ALMATY, NAS RK  



Известия Национальной академии наук Республики Казахстан  
  

   2  

 
Б а с  р е д а к т о р 

 

ҚР ҰҒА академигі, 
Мұтанов Г. М. 

 
 

Р е д а к ц и я  а л қ а с ы: 
 
физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА академигі Əшімов А.А.; техн. ғ.докторы, проф., ҚР ҰҒА 
академигі Байғұнчеков Ж.Ж.; физ.-мат. ғ.докторы, проф., ҚР ҰҒА академигі Жұмаділдаев А.С.; 
физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА академигі Қалменов Т.Ш.; физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР 
ҰҒА академигі Мұқашев Б.Н.; физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА академигі Өтелбаев М.О.; 
физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА академигі Тəкібаев Н.Ж.; физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА 
академигі Харин С.Н.; физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА корр. мүшесі Əбішев М.Е.; физ.-мат. 
ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА корр. мүшесі Жантаев Ж.Ш.; физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА 
корр. мүшесі Қалимолдаев М.Н.; физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА корр. мүшесі Косов В.Н.; 
физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА корр. мүшесі Мұсабаев Т.А.; физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР 
ҰҒА корр. мүшесі Ойнаров Р.; физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА корр. мүшесі Рамазанов Т.С. 
(бас редактордың орынбасары); физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА корр. мүшесі Темірбеков Н.М.; 
физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА корр. мүшесі Өмірбаев У.У. 
 
 

Р е д а к ц и я  к е ң е с і: 
 

Украинаның ҰҒА академигі И.Н. Вишневский (Украина); Украинаның ҰҒА академигі А.М. Ковалев 
(Украина); Беларусь Республикасының ҰҒА академигі А.А. Михалевич (Беларусь); Əзірбайжан 
ҰҒА академигі А. Пашаев (Əзірбайжан); Молдова Республикасының ҰҒА академигі И. Тигиняну 
(Молдова); мед. ғ. докторы, проф. Иозеф Банас (Польша) 

 
 

  



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 2. 2016 
 

 3 

 
Г л а в н ы й  р е д а к т о р 

 

академик НАН РК 
Г. М. Мутанов 

 
Р е д а к ц и о н н а я  к о л л е г и я: 

 
доктор физ.-мат. наук, проф., академик НАН РК А.А. Ашимов; доктор техн. наук, проф., академик 
НАН РК Ж.Ж. Байгунчеков; доктор физ.-мат. наук, проф., академик НАН РК А.С. Джумадильдаев; 
доктор физ.-мат. наук, проф., академик НАН РК Т.Ш. Кальменов; доктор физ.-мат. наук, проф., 
академик НАН РК Б.Н. Мукашев; доктор физ.-мат. наук, проф., академик НАН РК М.О. Отелбаев; 
доктор физ.-мат. наук, проф., академик НАН РК Н.Ж. Такибаев; доктор физ.-мат. наук, проф., 
академик НАН РК С.Н. Харин; доктор физ.-мат. наук, проф., чл.-корр. НАН РК М.Е. Абишев; 
доктор физ.-мат. наук, проф., чл.-корр. НАН РК Ж.Ш. Жантаев; доктор физ.-мат. наук, проф., 
чл.-корр. НАН РК М.Н. Калимолдаев; доктор физ.-мат. наук, проф., чл.-корр. НАН РК В.Н. Косов; 
доктор физ.-мат. наук, проф., чл.-корр. НАН РК Т.А. Мусабаев; доктор физ.-мат. наук, проф., чл.-корр. 
НАН РК Р. Ойнаров; доктор физ.-мат. наук, проф., чл.-корр. НАН РК Т.С. Рамазанов (заместитель 
главного редактора): доктор физ.-мат. наук, проф., чл.-корр. НАН РК Н.М. Темирбеков; доктор 
физ.-мат. наук, проф., чл.-корр. НАН РК У.У. Умирбаев 
 
 

Р е д а к ц и о н н ы й  с о в е т: 
 

академик НАН Украины И.Н. Вишневский (Украина); академик НАН Украины А.М. Ковалев 
(Украина); академик НАН Республики Беларусь А.А. Михалевич (Беларусь); академик НАН 
Азербайджанской Республики А. Пашаев (Азербайджан); академик НАН Республики Молдова               
И. Тигиняну (Молдова); д. мед. н., проф. Иозеф Банас (Польша) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
«Известия НАН РК. Серия физико-математическая».  ISSN 1991-346X  
Собственник: РОО «Национальная академия наук Республики Казахстан» (г. Алматы) 
Свидетельство о постановке на учет периодического печатного издания в Комитете информации и архивов 
Министерства культуры и информации Республики Казахстан №5543-Ж, выданное 01.06.2006 г. 
 

Периодичность: 6 раз в год. 
Тираж: 300 экземпляров. 
 

Адрес редакции: 050010, г. Алматы, ул. Шевченко, 28, ком. 219, 220, тел.: 272-13-19, 272-13-18, 
www:nauka-nanrk.kz / physics-mathematics.kz 
 
 

© Национальная академия наук Республики Казахстан, 2016 
 

Адрес типографии: ИП «Аруна», г. Алматы, ул. Муратбаева, 75. 
 



Известия Национальной академии наук Республики Казахстан  
  

   4  

E d i t o r  i n  c h i e f 
 

G. M. Mutanov, 
academician of NAS RK  

 
 

Editorial  board:  
 

A.A. Ashimov, dr. phys-math. sc., prof., academician of NAS RK; Zh.Zh. Baigunchekov, dr. eng. sc., 
prof., academician of NAS RK; A.S. Dzhumadildayev, dr. phys-math. sc., prof., academician of NAS RK; 
T.S. Kalmenov, dr. phys-math. sc., prof., academician of NAS RK; B.N. Mukhashev, dr. phys-math. sc., 
prof., academician of NAS RK; M.O. Otelbayev, dr. phys-math. sc., prof., academician of NAS RK; 
N.Zh. Takibayev, dr. phys-math. sc., prof., academician of NAS RK; S.N. Kharin, dr. phys-math. sc., 
prof., academician of NAS RK; M.Ye. Abishev, dr. phys-math. sc., prof., corr. member of NAS RK; 
Zh.Sh. Zhantayev, dr. phys-math. sc., prof., corr. member of NAS RK; M.N. Kalimoldayev, dr. phys-
math. sc., prof., corr. member. of NAS RK; V.N. Kosov, dr. phys-math. sc., prof., corr. member of NAS RK; 
T.A. Mussabayev, dr. phys-math. sc., prof., corr. member of NAS RK; R. Oinarov, dr. phys-math. sc., 
prof., corr. member of NAS RK; T.S. Ramazanov, dr. phys-math. sc., prof., corr. member of NAS RK 
(deputy editor); N.M. Temirbekov, dr. phys-math. sc., prof., corr. member of NAS RK; U.U. Umirbayev, 
dr. phys-math. sc., prof., corr. member of NAS RK 
 

 
E d i t o r i a l  s t a f f: 

 
I.N. Vishnievski, NAS Ukraine academician (Ukraine); A.M. Kovalev, NAS Ukraine academician 
(Ukraine); A.A. Mikhalevich, NAS Belarus academician (Belarus); A. Pashayev, NAS Azerbaijan 
academician (Azerbaijan); I. Tighineanu, NAS Moldova academician (Moldova); Joseph Banas, prof. 
(Poland). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
News of the National Academy of Sciences of the Republic of Kazakhstan. Physical-mathematical series.  
ISSN 1991-346X 
Owner: RPA "National Academy of Sciences of the Republic of Kazakhstan" (Almaty)  
The certificate of registration of a periodic printed publication in the Committee of information and archives of the 
Ministry of culture and information of the Republic of Kazakhstan N 5543-Ж, issued 01.06.2006  
 

Periodicity: 6 times a year  
Circulation: 300 copies  
 

Editorial address: 28, Shevchenko str., of. 219, 220, Almaty, 050010, tel. 272-13-19, 272-13-18,  
www:nauka-nanrk.kz / physics-mathematics.kz 
 
  
 

© National Academy of Sciences of the Republic of Kazakhstan, 2016 
 
Address of printing house: ST "Aruna", 75, Muratbayev str, Almaty 

 
 



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 2. 2016 
 

 159 

N E W S 
OF THE NATIONAL ACADEMY OF SCIENCES OF THE REPUBLIC OF KAZAKHSTAN 
PHYSICO-MATHEMATICAL SERIES 
ISSN 1991-346Х 
Volume 2, Number 306 (2016), 159–168 

 
UDC 622.276 

 
NUMERICAL SOLUTION OF THE ONE DIMENSIONAL MODEL 

OF GAS-LIFT PROCESS 
 

N. М. Temirbekov 1, A. K. Turarov 1 

 

1 D. Serikbayev East Kazakhstan State Technical University 
Ust-Kamenogorsk, Kazakhstan 

temirbekov@rambler.ru, t010183@gmail.com 
 

Key words: interfacial contact discontinuity, gas-liquid mixture, gas lift. 
Abstract. We consider and conduct a numerical simulation of a one-dimensional model of gas-lift process, 

where the movement in gas-lift well is described by partial differential equations of hyperbolic type. Difference 
schemes for the gas-lift model of the process on a non-uniform grid condensing near the boundaries of subdomains 
with gas, liquid and a gas-liquid mixture are developed.  

In this paper, the mathematical model of gas lift wells is developed. A one-dimensional model of gas-lift wells 
is examined in which it is assumed that the flow is two-phase and isothermic in the annular portion and in the well. 
The system, which describes the process under study, consists of the equations of motion and continuity equations of 
thermodynamic state, concentration, and hydraulic resistance. At the interface, matching conditions for pressure, 
velocity and concentration are set that allows to obtain a formula for determining the density of the liquid phase in 
an explicit form. Finite-difference scheme on adaptive non-uniform grid condensing on the boundaries of the gas, 
liquid and liquid-gas phase, is developed. When building a grid, cubic spline function is used. The results of the 
proposed algorithm is illustrated by the example of a real well. 

 
УДК 622.276 
 

ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОДНОМЕРНОЙ МОДЕЛИ 
ГАЗЛИФТНОГО ПРОЦЕССА 

 
Н. М. Темирбеков 1, А. К. Тураров1 

 

1 Восточно-Казахстанский государственный технический университет им. Д. Серикбаева, 
Усть-Каменогорск, Казахстан 

 
Ключевые слова: контактный разрыв, границы разделов фаз, газожидкостная смесь, газлифт.   
Аннотация. Рассматривается и проводится численное моделирование одномерной модели газлифтного 

процесса, где движение в газлифтной скважине описывается уравнениями в частных производных 
гиперболического типа. Разработаны разностные схемы для модели газлифтного процесса на неравномерной 
сетке сгущающихся в близи границ подобластей занятых газом, жидкостью и газожидкостной смесью.  

В данной работе разработана математическая модель газлифтной скважины. Расмотрена одномерная 
модель газлифтной скважины, в которой предполагается, что поток в кольцевой части и скважине 
двухфазный и изотермический. Система, описывающая изучаемый процесс, состоит из уравнений движения, 
неразрывности и уравнений термодинамического состояния, концентраций, гидравлического сопротивления. 
На границах разделов фаз ставятся условия согласования для давления, скорости и концентрации, которые 
позволяют получить формулу для определения плотности жидкой фазы в явном виде. Разработана конечно-
разностная схема на адаптивной неравномерной сетке, сгущающаяся на границах газовой, жидкостной и 
газожидкостной фаз. При построении сетки используется кубическая сплайн-функция. Результаты 
предложенного алгоритма иллюстрируются на примере отдельно взятой нефтяной скважины. 
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 Введение 
Применение динамических моделей газожидкостных потоков для описания добычи и 

транспортировки нефти началось сравнительно недавно. В них используются нестационарные 
уравнения баланса массы, импульса и энергии для жидкой и газообразной фаз. Основной 
сложностью является наличие разрывов в распределении плотности в скважине. Для этого на 
основании экспериментальных данных были подобраны непрерывные функции от газосодержания 
для скорости всплытия газа и параметра профиля потока. 

Первые динамические модели газожидкостных потоков пришли в нефтегазовую отрасль 
именно из области тепловой и атомной энергетики. Имеется работы крупных ученых Нигматулина 
Р.И. [1], Кутатладзе С.С. [2], Накорякова В.Е. [5, 6] связанные с движением газожидкостных 
смесей в трубах и более детальные и разносторонние исследования в теоретическом плане. 

В 1980-1990-ых годах появился ряд моделей и программных пакетов для моделирования 
нестационарных потоков углеводородов: OLGA [7], TACITE [8], TUFFP [9, 10]. 

В основе модели OLGA [7] применяются отдельные уравнения баланса массы для жидкой и 
газовой фазы. Сохранение импульса системы также описываются отдельными уравнениями для 
газа и жидкости. Модель OLGA предназначена для расчета нестационарных газожидкостных 
потоков в системах сбора углеводородной продукции и в нефтепроводах. 

Модель TACITE также предназначен для расчета неустановившихся и стационарных потоков 
в системах транспортировки нефти и газа. 

В общем виде уравнения массы аналогичны уравнениям модели OLGA. Вместо двух 
уравнений импульса для фаз в модели TACITE используется одно уравнение для газожидкостной 
смеси. Поскольку в модели число неизвестных больше числа уравнений используются 
эмпирические соотношения между скоростью газа и скоростью смеси. В модели TACITE для 
численной реализации используется явная схема второго порядка точности. Разностная схема 
обладает хорошими консервативными свойствами и имеет второй порядок точности, однако как и 
большинство схем второго порядка характеризуется рассеивающими качеством. Это особенно 
проявляется при резких разрывах и фронтах, когда при резких разрывах и фронтах в результате 
расчетов возникает рябь в соседних с фронтом ячейках. 

Во избежание данного явления была предложена гибридная схема, сочетающая схему второго 
порядка и схему первого порядка. Для сильных разрывов потоковый член имеет аппроксимацию 
первого порядка, за пределом фронта аппроксимацию второго порядка точности. 

В модели TUFFP газожидкостной поток описывается двухфазной моделью с упрощающими 
предположениями. Уравнение баланса массы для жидкой фазы аналогично как в модели OLGA, а 
для газа используется упрощенное квазистационарное уравнение. Уравнения баланса импульса так 
же записывается в квазистационарном виде. 

Система дифференциальных уравнений решается полунеявным конечно-разностным методом, 
для расчета применяется равномерная сетка. Общими недостатками имеющихся динамических 
моделей является большое количество и качество входных данных, численная неустойчивость. 
Несмотря на это динамические модели применяются для моделирования транспортировки 
газожидкостных смесей. 

В последние годы стали появляться работы, в которых динамические модели применяются 
для изучения нестационарных процессов в скважинах. 

В работах Tang, Schmidt, Blais [10], Avest and Oudeman [11], Asheim [12] изучается запуск 
газлифтной скважины и нестабильные режимы работы газлифтного подъемника. В данных 
моделях газлифта рассматривается совместная гидрогазодинамика нефтяного пласта, скважины и 
закачиваемого газа. 

Изучение процессов разработки месторождений имеет важное практическое значение в 
нефтегазовой отрасли в связи с необходимостью совершенствования методов увеличения добычи. 
Математическому моделированию этих процессов посвящено очень большое количество работ 
[12-18]. Одним из наиболее эффективных и экономичных методов нефтедобычи является метод 
газлифта, который играет важную роль после фонтанного процесса. Основной характеристикой 
газлифтных скважин является зависимость дебита скважины от объемного расхода закачиваемого 
газа. Все исследования посвящены нахождению оптимального режима работы газлифтных 
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Рисунок 2 – Расчетная область газлифтной скважины 

 
Рассмотрим системы уравнений, описывающих движение в газлифтных скважинах [17] (рис. 

2). 
Уравнение движения 

гߩ߮  ௗ௩г

ௗ௧
൅ ሺ1 െ ߮ሻߩж ௗ௩ж

ௗ௧
ൌ 

ൌ െ ப௣
ப௭

െ ఒ೎
ଶڄௗг

ሺ߮ߩгݒг|ݒг| ൅ ሺ1 െ ߮ሻߩжݒж|ݒж|ሻ ൅ ሺ߮ߩг ൅ ሺ1 െ ߮ሻߩжሻ݃(1)  .ߠ݊݅ݏ 

Уравнения неразрывности 

 பఝఘг

ப௧
൅ பఝఘг௩г

ப௭
ൌ 0, (2) 

 பሺଵିఝሻఘж

ப௧
൅ பሺଵିఝሻఘж௩ж

ப௭
ൌ 0. (3) 

Термодинамические уравнения состояния 

 ൝
длягаза: ݌ ൌ ,ܯ/гܴܶߩ
для  жидкости:       ݌ ൌ ଴݌ ൅ ଵ

β
ቀఘж

ఘబ
ж െ 1ቁ . (4) 

Уравнение концентраций 
 

  ߮ሺݖ, tሻ ൌ

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ

ܾ, 0 ൑ ݖ ൑ ଵݖ െ ,ߝ

௕ା௔
ଶ

െ ௕ି௔
ଶ

ݖఝሺܴ ݄ݐ െ ,ଵሻݖ ଵݖ െ ߝ ൑ ݖ ൑ ଵݖ ൅ ,ߝ

ܽ, ଵݖ ൅ ߝ ൑ ݖ ൑ ଶݖ െ ,ߝ

௕భା௔
ଶ

൅ ௕భି௔
ଶ

ݖఝሺܴ ݄ݐ െ ଶݖ    ,ଶሻݖ െ ߝ ൑ ݖ ൑ ଶݖ ൅ ,ߝ

ܾଵ, ଶݖ ൅ ߝ ൑ ݖ ൑ ଷݖ െ ,ߝ

௕భା௔
ଶ

െ ௕భି௔
ଶ

ݖఝሺܴ ݄ݐ െ ,ଷሻݖ ݖ| െ |ଷݖ ൑ ,ߝ

ܽ, ଷݖ ൅ ߝ ൑ ݖ ൑ ସݖ െ ,ߝ

௕ା௔
ଶ

൅ ௕ି௔
ଶ

ݖఝሺܴ ݄ݐ െ ,ସሻݖ ݖ| െ |ସݖ ൑ ,ߝ

ܾ, ସݖ ൅ ߝ ൑ ݖ ൑ ,ܮ

             (5) 

где ܾ ൌ 1,   ܽ ൌ 0,   ܾଵ ൌ ଴.଼ଷ௩гି௩ж

௩гି௩ж
௞ݖ ,малый параметр-ߝ ;гиперболический тангенс -ݖ ݄ݐ   , ൌ  -ሻݐ௞ሺݖ

функции времени, границы разделов фаз. 
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Уравнение для коэффициента гидравлических сопротивлений 
௖ߣ  ൌ ,݌௖ሺߣ ,гߩ ρж, ,гݒ ,жݒ ߮,  ሻ, (5)ߤ
Здесь, ݐ - время, ݖ - координата по глубине скважины, ߮- истинное объемное содержание 

фазы, ߩг- плотность газа, ߩж - плотность жидкости, ݌- давление, ݒг- средняя скорость газовой фазы, 
 -௖ - коэффициент гидравлического сопротивления, ݀гߣ ,ж- средняя скорость жидкой фазыݒ
гидравлический диаметр канала, ݃- ускорение свободного падения, ߠ - угол наклона скважины, R - 
универсальная газовая постоянная, T - абсолютная температура,  ܯ - молярная масса, ݌଴- 
начальное давление жидкости, ߩ଴

ж- соответствующая начальному давлению плотность, ߚ - 
коэффициент сжимаемости жидкости, ߤ - коэффициент динамической вязкости. 

Уравнение (1) с учетом (2), (3) можно записать и в дивергентном виде 

 ப
ப௧

ሺ߮ߩгݒг ൅ ሺ1 െ ߮ሻߩжݒжሻ ൅ ப
ப௭

ሺ߮ߩгሺݒгሻଶ ൅ ሺ1 െ ߮ሻߩжሺݒжሻଶሻ ൌ 

 ൌ െ ப௣
ப௭

െ ఒ೎
ଶڄௗг

ሺ߮ߩгݒг|ݒг| ൅ ሺ1 െ ߮ሻߩжݒж|ݒж|ሻ ൅ ሺ߮ߩг ൅ ሺ1 െ ߮ሻߩжሻ݃(6)   .ߠ݊݅ݏ 

Коэффициент динамической вязкости для ГЖС определяется следующим образом 
ߤ  ൌ гߤ߮ ൅ ሺ1 െ ߮ሻߤж. (7) 
Расходное газосодержание ߙ определяется так 

ߙ  ൌ ொг

ொгାொж, (8) 

где ܳг, ܳж - расходы газа и жидкости. 
Обозначим через ܨг, ܨж - площади в сечении трубы занятые газом и жидкостью. Расходы газа 

и жидкости через скорости выражаются формулой 
 ܳг ൌ г,    ܳжܨгݒ ൌ  ж (9)ܨжݒ

Подставляя (9) в (8) и разделив числитель и знаменатель на ܨ, и учитывая что ߮ ൌ ிг

ி
, 1 െ ߮ ൌ

ிж

ி
 получим 

ߙ  ൌ ఝ௩г

ఝ௩гାሺଵିఝሻ௩ж
. (10) 

 
Уравнения (1)-(5) решаются в подобластях 1-5 (рис. 2) со следующими начальными и 

граничными условиями: 
 
,ݖгሺߩ 0ሻ ൌ ߰ఘሺݖሻ,    ݌ሺݖ, 0ሻ ൌ ߰௣ሺݖሻ,    ݒгሺݖ, 0ሻ ൌ ߰௩ሺݖሻ, при  0 ൑ ݖ ൑  (11)       ,ܮ
,гሺ0ߩ  ሻݐ ൌ ,ሺ0ߩ 0ሻ,    ݒгሺ0, ሻݐ ൌ ,ሺ0ݒ 0ሻ, ,ሺ0݌ ሻݐ ൌ ,ሺ0݌ 0ሻ, при  ݖ ൌ 0, 1 ൑ ݐ ൑ ܶ,   (12) 
,ܮгሺߩ ሻݐ ൌ ,ܮሺߩ 0ሻ,    ݒгሺܮ, ሻݐ ൌ ,ܮሺݒ 0ሻ, ,ܮሺ݌ ሻݐ ൌ ,ܮሺ݌ 0ሻ, при  ݖ ൌ ,ܮ 1 ൑ ݐ ൑ ܶ,       (13) 
  
где функции ߰ఘሺݖሻ, ߰௣ሺݖሻ, ߰௩ሺݖሻ задаются в подобластях в зависимости от фазы среды. 
Уравнения (1) - (4) представляют собой общую форму соотношений, связывающих параметры 

по обе стороны раздела фаз (гидродинамические разрывы) и скорость ее распростронения. 
Поэтому на границах разделов фаз выполняются следующие соотношения Гюгонио, которые 
выражают законы сохранения потоков массы, импульса и энергии через поверхность разрыва. 

 
 ݉ ൌ гݒгሺߩ െ ሻܦ ൌ жݒжሺߩ െ  ሻ, (14)ܦ
гሻଶݒгሺߩ  ൅ г݌ ൌ жሻଶݒжሺߩ ൅  ж, (15)݌
  

где ܦሺݐሻ - скорость перемещения границ фаз. 
Так как на границах разделов фаз контактный разрыв имеем, что ഥ݉ ൌ 0. По физическому 

смыслу ߩг и ߩж не равны нулю, равенво ݉ ൌ 0 может быть выполнено лишь при ߩг ൌ жߩ ൌ  .ሻݐሺܦ
Итак, на поверхности контактных разрывов должны быть непрерывны нормальная 

составляющая скорости газа или жидкости давление [3] 
     ሾ߮ሿ௭ୀ௭ೖ ൌ 0,   ሾ݌ሿ௭ୀ௭ೖ ൌ 0,   ሾvሿ௭ୀ௭ೖ ൌ 0,   ݇ ൌ 1, 2, 3, 4. (16) 
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На границах разделов фаз для определения плотности используем условия ሾ݌ሿ௭ୀ௭ೖ ൌ ௞ݖሺ݌ െ
0, ሻݐ െ ௞ݖሺ݌ ൅ 0, ሻݐ ൌ 0. Например на границе ݖ ൌ  ଵ газа и жидкости имеем две формулы дляݖ
давления 
௞ݖሺ݌  െ 0, ሻݐ ൌ ௞ݖгሺߩ െ 0, ௞ݖሺ݌     ,ܯ/ሻܴܶݐ ൅ 0, ሻݐ ൌ ଴݌ ൅ ଵ

β
ቀఘжሺ௭ೖା଴,௧ሻ

ఘబ
ж െ 1ቁ. 

Приравнивая эти уравнения для плотности жидкости имеем формулу 
 
௞ݖжሺߩ  ൅ 0, ሻݐ ൌ ଴ߩ

ж ൅ ଴ߩ
жߚ ቀఘгሺ௭ೖି଴,௧ሻோ்

ெ
െ  ଴ቁ. (17)݌

 
Построение разностной схемы 
Для численного решения начально-граничной задачи определим неравномерную по ݖ и 

равномерную по ݐ разностную сетку в следующем виде:  
௛ܹ ൌ ൛ݖ௝ ൌ ݆h௝,   ݆ ൌ 0, 1, … , ଵܰ,   h௝ ଵܰ ൌ ൟ,   ఛܹܮ ൌ ሼݐ௜ ൌ ݅߬,   ݅ ൌ 0, 1, . . . , ଶܰ,   ߬ ଶܰ ൌ ܶሽ, 

где ߬ и ݄ - шаги расчетной сетки по ݐ и ݖ, соответственно. 
Интегро-интерполяционным методом построена разностная схема, аппроксимирующая 

дифференциальные уравнения (1)-(5). Нелинейные слагаемые аппроксимированы с помощью 
схемы против потока. 

Разностный аналог уравнения движения 
 

 
ఝೕ,೔శభఘೕ,೔శభ

г ௩ೕ,೔శభ
г ା൫ଵିఝೕ,೔శభ൯ఘೕ,೔శభ

ж ௩ೕ,೔శభ
ж

ఛ
െ

ఝೕ,೔ఘೕ,೔
г ௩ೕ,೔

г ା൫ଵିఝೕ,೔൯ఘೕ,೔
ж ௩ೕ,೔

ж

ఛ
൅ ௣ೕశభ,೔ି௣ೕ,೔

୦ೕ
ൌ 

 ൌ െ߮௝,௜ߩ௝,௜
г ൤ ଵ

ଶ୦ೕ
൫ݒ௝,௜

г ൅ หݒ௝,௜
г ห൯൫ݒ௝,௜

г െ ௝ିଵ,௜ݒ
г ൯ ൅ ଵ

ଶ୦ೕ
൫ݒ௝,௜

г െ หݒ௝,௜
г ห൯൫ݒ௝ାଵ,௜

г െ ௝,௜ݒ
г ൯൨ െ 

 െ൫1 െ ߮௝,௜൯ߩ௝,௜
ж ൤ ଵ

ଶ୦ೕ
൫ݒ௝,௜

ж ൅ หݒ௝,௜
ж ห൯൫ݒ௝,௜

ж െ ௝ିଵ,௜ݒ
ж ൯ ൅ ଵ

ଶ୦ೕ
൫ݒ௝,௜

ж െ หݒ௝,௜
ж ห൯൫ݒ௝ାଵ,௜

ж െ ௝,௜ݒ
ж ൯൨ െ 

 െ ఒೕ,೔

ଶڄௗг
൫߮௝,௜ߩ௝,௜

г ௝,௜ݒ
г หݒ௝,௜

г ห ൅ ൫1 െ ߮௝,௜൯ߩ௝,௜
ж ௝,௜ݒ

ж หݒ௝,௜
ж ห൯ ൅ ൫߮௝,௜ߩ௝,௜

г ൅ ൫1 െ ߮௝,௜൯ߩ௝,௜
ж ൯݃(18) ,ߙ݊݅ݏ 

݆ ൌ 1, 2, . . . , ଵܰ െ 1;  ݅ ൌ 1, 2, . . . , ଶܰ. 
 Для уравнение неразрывности газа и жидкости применено схема TVD (Total Variation 

Diminition) на примере схемы Лакса-Вендроффа. 
Уравнение неразрывности газа 
 

 
ఝೕ,೔శభఘೕ,೔శభ

г ିఝೕ,೔ఘೕ,೔
г

ఛ
൅ ଵ

ଶ୦ೕ
ൣ൫ݒ௝,௜

г ൅ หݒ௝,௜
г ห൯൫߮௝,௜ߩ௝,௜

г െ ߮௝ିଵ,௜ߩ௝ିଵ,௜
г ൯ ൅ 

 ൅൫ݒ௝,௜
г െ หݒ௝,௜

г ห൯൫߮௝ାଵ,௜ߩ௝ାଵ,௜
г െ ߮௝,௜ߩ௝,௜

г ൯൧ ൅
௩ೕ,೔
г

୦ೕ
൬݂௜ାభ

మ,௜ െ ݂௜ିభ
మ,௜൰ ൌ 0, (19) 

где ݂௜ାభ
మ,௜ ൌ ߰൫ݎ௝൯ ቆ1 െ

ఛቚ௩ೕ,೔
г ቚ

௛ೕ
ቇ ൫߮௝ାଵ,௜ߩ௝ାଵ,௜

г െ ߮௝,௜ߩ௝,௜
г ൯,     ݆ ൌ 1, 2, . . . , ଵܰ െ 1;  ݅ ൌ 1, 2, . . . , ଶܰ. 

Уравнение неразрывности жидкости 
 

 
൫ଵିఝೕ,೔శభ൯ఘೕ,೔శభ

ж ି൫ଵିఝೕ,೔൯ఘೕ,೔
ж

ఛ
൅ ଵ

ଶ୦ೕ
ቂ൫ݒ௝,௜

ж ൅ หݒ௝,௜
ж ห൯ ቀ൫1 െ ߮௝,௜൯ߩ௝,௜

ж െ ൫1 െ ߮௝ିଵ,௜൯ߩ௝ିଵ,௜
ж ቁ ൅ 

 

 ൅൫ݒ௝,௜
ж െ หݒ௝,௜

ж ห൯ ቀ൫1 െ ߮௝ାଵ,௜൯ߩ௝ାଵ,௜
ж െ ൫1 െ ߮௝,௜൯ߩ௝,௜

г ቁቃ ൅
௩ೕ,೔
ж

୦ೕ
൬݂௜ାభ

మ,௜ െ ݂௜ିభ
మ,௜൰ ൌ 0,   (20) 

где ݂௜ାభ
మ,௜ ൌ ߰൫ݎ௝൯ ቆ1 െ

ఛቚ௩ೕ,೔
ж ቚ

௛ೕ
ቇ ቀ൫1 െ ߮௝ାଵ,௜൯ߩ௝ାଵ,௜

ж െ ൫1 െ ߮௝,௜൯ߩ௝,௜
ж ቁ,   

݆ ൌ 1, 2, . . . , ଵܰ െ 1;  ݅ ൌ 1, 2, . . . , ଶܰ. 
Ограничитель (лимитер) схемы TVD (Total Variation Diminition), т.е. схемы с уменьшением 

полной вариации выбирается следующим образом 
0 ൏ ߰ሺݎ௝ሻ ൑ ݉݅݊ሺ2ݎ௝, 2ሻ, ݎ௝ ൐ 0,    ߰ሺݎ௝ሻ ൌ 0, ௝ݎ ൑ 0, 
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где ݎ௝ ൌ
ఘೕ,೔
γ ିఘೕషభ,೔

γ

ఘೕశభ,೔
γ ିఘೕశభ,೔

γ , ݆ ൌ 1, 2, . . . , ଵܰ െ 1;  ݅ ൌ 1, 2, . . . , ଶܰ    ߛ ൌ г,ж. 

Давление газа определим с помощью формулы 
௝,௜ାଵ݌  ൌ ௝ାଵ,௜ߩ

г  (21) ,ܯ/ܴܶ
давление жидкости 

௝,௜ାଵ݌  ൌ ଴݌ ൅ ଵ
ఉ

൬
ఘೕ,೔శభ
ж

ఘబ
ж െ 1൰. (22) 

Поскольку в модели (18) число неизвестных ݒ௝,௜ାଵ
г ௝,௜ାଵݒ ,

ж  больше числа уравнений, поэтому 
необходимы замыкающие соотношения. Для распределенного потока используется следующая 
взаимосвязь скоростей газа и жидкости [16]. 

௝,௜ାଵݒ 
г ൫0,83 െ ߮௝,௜ାଵ൯ ൌ ൫1 െ ߮௝,௜ାଵ൯ݒ௝,௜ାଵ,

ж  (23) 
коэффициент гидравлического сопротивления определяется в зависимости от числа Рейнольдса 

௝,௜ߣ  ൌ ଺ସ
ோ௘ೕ,೔

, (24) 

где число Рейнольдса определяется с помощью формулы 
 ܴ ௝݁,௜ ൌ ௅௏

ఓೕ,೔
. (25) 

В разностной задаче (18)-(24) используется неравномерная сетка [19, 20] с шагами ௝݄ , ݆ ൌ
0, 1, . . . , ଵܰ. Неравномерная сетка сгущается на границе подобластей. Сгущение сетки 
осуществляется с помощью зависимости ݖ௞ ൌ ,ݍ௞ሺݖ  ሻ формуламиݐ

 
,ݍ௞ሺݖ  ሻݐ     ൌ     ܽ௞൫ݍ െ ௡ೖ൯ଷݍ ൅ ܾ௞൫ݍ െ ௡ೖ൯ଶݍ ൅ ܿ௞൫ݍ െ ௡ೖ൯ݍ ൅ ݀௞,     ݇ ൌ 1, 2, 3, 4, (26) 
 

где ݍ - координатная ось на трезок ሾ0;  1ሿ которого отображается отрезок ሾ0;  2ሿ координатной оси 
 ;ݖ строится равномерная сетка соответствующая неравномерной сетке по оси ݍ причем по оси  ;ݖ
݊௞ - граница разделов фаз; ܽ௞, ܾ௞, ܿ௞, ݀௞ - коэффициенты кубической параболы. 

Шаг неравномерной сетки определяется так ௝݄ ൌ ,௝ݍ௞ሺݖ ሻݐ െ ,௝ିଵݍ௞ሺݖ ݆ ሻ, гдеݐ ൌ ݊௞ െ ݊ఌ, ݊௞ െ

݊ఌ ൅ 1, . . . , ݊௞ ൅ ݊ఌ, ݊ఌ ൌ ൤ ఌ
௛೜

൨, ݄௤ ൌ ଵ
ேభ

 - шаг равномерной сетки по ݍ. 

Скорость ГЖС вычисляется по формуле 

௝,௜ାଵݒ 
см ൌ ߮௝,௜ݒ௝,௜ାଵ

г ൅ ൫1 െ ߮௝,௜൯ݒ௝,௜ାଵ
ж , (27) 

   ݆ ൌ ݊ଶ ൅ 1, ݊ଶ ൅ 2, . . . , ݊ଷ െ 1,   ݅ ൌ 0, 1, . . . , ଶܰ. 
Границы разделов фаз ݖ௞ за один шаг по времени передвигаются на величину  
 ∆l୩ ൌ v୬ౡ,୧ ڄ τ, (28) 

где ݇ ൌ 1, 2, 3, 4. Номера узлов сетки соответствующие границам разделов фаз определяются так 
 ݊௞ ൌ ݊௞ ൅ ሾ∆l୩/h୨ሿ. (29) 
 
Результаты численного моделирования  
Используя вышеприведенный алгоритм, была составлена программа для вычисления 

основных технологических характеристик газлифтной скважины. Были заданы следующие 
исходные данные: ݐ ൌ 3600 с, L ൌ 3496м, ߩг ൌ 0,75 м/кгଷ,  ߩж ൌ950 м/кгଷ,  ݀ଵ=0,0889 м, 
݀ଶ=0,0759 м, D=0,168м,   ݌н ൌ 9  МПа, пл݌ ൌ 19 МПа, у݌ ൌ 1,5 МПа, T=333 К, g=9,80665 м / сଶ. 

На рисунках 3, 4, 5, 6 приведены истинное содержание газа, плотность, давление и скорости. 
На рисунке 3 приведен график изменения истинного содержания газа вдоль скважины. На рисунке 
4 приведен график изменения плотности газа, жидкости, ГЖС вдоль скважины. На рисунке 5 
построен график функции давления. Из данного графика видно, что давление среды в пласте 
увеличивается вдоль течения до момента образования газожидкостной смеси, а затем 
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ГАЗЛИФТ ҮРДІСІНІҢ БІР ӨЛШЕМДІ МОДЕЛІНІҢ САНДЫҚ ШЕШІМІ 
 

Н.М. Темирбеков 1, А.К. Тураров 1 

 

1 Д. Серікбаев атындағы Шығыс Қазақстан мемлекеттік  
техникалық университеті Өскемен, Қазақстан 

 
Түйін сөздер: байланысты ажырау, фазалардың бөліну шекарасы, газ-сұйық қоспасы, газлифт. 
Аннотация. Қозғалысы газлифт ұңғымасында гипреболалық типтегі дербес туындылы 

дифференциалдық теңдеулермен сипатталатын газлифт үрдісінің бір өлшемді моделіне сандық үлгілеу 
жүргізіледі жəне қарастырылады. Ішкі облыстары газ, сұйық жəне газ-сұйық қоспа шекараларының маңында 
қоюланатын біркелкі емес торда газлифт үрдісінің моделіне айырымдық сұлбалар құрастырылды. 

Бұл мақалада, газлифт ұңғымасының математикалық моделі құрастырылды. Ұңғыма мен оның 
сақиналы бөлігінде ағыс екі фазалы жəне изотермиялық деп жорамалданатын газлифт ұңғымасының бір 
өлшемді моделі қарастырылады. Зерттелінді үрдісті сипаттайтын жүйе қоғалыс теңдеуі, үзіліссіздік теңдеуі 
мен термодинамикалық күй теңдеуі, концентрация жəне гидравликалық кедергілерден тұрады. Сұйық 
фазасының тығыздығын айқын түрде анықтайтын формуласын алуға мүмкіндік беретін фазалардың бөліну 
шекараларына газ, сұйық жəне газ-сұйық қоспаларына сəйкестік шарты қойылады. Газ, сұйық жəне газ-
сұйық қоспа шекараларының маңында қоюланатын біркелкі емес адаптивті торда ақырлы-айырымдық 
сұлбасы құрастырылды. Ұсынылған алгоритмнің нəтижесі жеке алынған мұнай ұңғымасының мысалында 
көркемделген. 

Поступила 13.03.2016 г. 
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