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hydrology, seismicity, and during the studying of dynamics of distribution of waves in liquids and gas, nevertheless 
nonlocal boundary value problem of this equation are a little studied. The works devoted to nonlocal problems it isn't 
enough. In this work an attempt of studying of nonlocal problem is made by a functional method. 
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ТОЛҚЫН ТЕҢДЕУІНІҢ ШАРТАРАПТЫ ЕСЕБІНІҢ  
ТҰРЛАУЛЫ ШЕШІЛУІ ТУРАЛЫ 

 
М.Б. Сапрыгина, У.С. Байсейтова, А.Ш. Шалданбаев, И.О. Оразов 

 
М. Əуезов атындағы Оңтүстік-қазақстан мемлекеттік университеті, Шымкент қаласы 

 
Түйін сөздер: толқын теңдеуі, шартарапты шекаралық шарттар, тұрлаулы шешім. 
Аннотация. Толқын теңдеуі ғылым мен техниканың əртүрлі саласында кездеседі, мысалы, 

гидрологияда, сейсмикада газдар мен сұйықтардың таралуының динамикасын зерттеуде, десек-те, бұл 
теңдеудің шекаралық есептері аз зерттелген. Шартарапты шекаралық есептерге арналған зерттеулерді 
жоқтың қасы, десек-те, болады. Бұл еңбекте осы есепті фукционалдық əдістермен зерттеуге əрекет жасалған. 

 
1 Кіріспе. Гиперболалық теңдеулердің шекаралық есептері аз зерттелген. Мұның бір себебі, 

оның характеристикалық формасының бір таңбалы болмауында болса керек, дəл осы себепті, 
вариациялық əдістер-де жарамайды. Тағы да, бір себебі [1], ертеректе француз ғалымы Ж-Адамар 
өз еңбектерінде гиперболалық теңдеулерге бастапқы есептер қолайлы, екеніне, назар аударған. 

Өткен ғасырдың 60- жылдарынан бастап, математикалық физика саласына сызықтық 
операторлар теориясы қолданыла бастады, оған мұрындық болған К. Фридрихс [2] , Дж.Ф. Нейман 
[3] жəне С.Л.Соболевтің [4] еңбектері болса керек. Нейманның еңбектерінен бастау алған, 
М.И.Вишик [5] өзінің əйгілі операторларды ширату теориясын жасады, бұл еңбек Қазақстанда 
М.Өтелбаев [6] пен Калменовтың [7] еңбектерінде жалғасын тапты. Өкінішке орай, бұл теориялар-
да гиперболалық теңдеулерде сəтсіздікке ұшырады, оның себебі мынада .Сызықтық операторлар 
теориясын шекаралық есептерге қолданған сəтте кішік (минимальный) оператор мен ұлық 
(максимальный) операторларды тұрғызу қажет болады, сонда ܮ଴ кішік оператор болса оның 
сыңары (сопряженный) ܮ଴

כ  ұлық оператор, болады, яғни көп жағдайда (əркез емес ) ܮ଴ ؿ ଴ܮ 
כ  шарты 

орындалады. Сонда біздің шекаралық есебіміз осы екі оператордың арасында жатуы керек, яғни  
ؿ ଴ܮ ؿ ܮ  ଴ܮ 

כ  
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 Əлгі, операторларды шыйрату ( кеңіту) теориясында ܮ଴ операторының қайтымды болуы 
талап етіледі [7,57б], яғни шектеулі ܮ଴

ିଵ - кері операторы бар болуы қажет, бұл шарт əркез 
орындала бермейді , мысалы, 

ݑ଴ܮ ൌ ௫௫ݑ െ ଴ሻܮሺܦ , ௬௬ݑ ൌ ଴ܥ
∞ሺΩሻ , 

Ω ൌ ሾ0,1ሿЧሾ0,1ሿ, болса, онда  
,ݔ௫௫ሺݑ ሻݕ ൌ ݔߨ݉݊݅ݏ · , ݕߨ݉݊݅ݏ ݊, ݉ ൌ 1,2, … 

функциялары үшін 
௠௡ݑ଴ܮ ൌ ଶሺ݉ଶߨ െ ݊ଶሻݑ௠௡ , ݉, ݊ ൌ 1,2, … 

теңдіктері орындалары, айдан анық , мұнан, біз ߣ ൌ 0 шамасының ܮ଴, операторының шексіз еселі 
меншікті мəні екенін көреміз, яғни ܮ଴

ିଵ операторы жоқ . 
Десек-те, интегралдық кейіп пен Риман – Адамар, жəне алғы бағалау əдістері бойынша, 

гиперболалық теңдеулердің біраз шекаралық есептері Т.Ш. Калменовтың еңбектерінде зерттеледі , 
жəне оның монографиясында [7] көрініс тапты.Сондай-ақ, [8-15] еңбектер-де осы мəселенің 
төңірегінде,біздің зерттеуіміз барысында [16-19] еңбектер басшылыққа алынды,зерттеу 
нысанының кейбір мəселелері [20] еңбекте қарастырылды. 

Толқын теңдеуінің бір ерекше қасиеті, оның нақты характеристикаларының болуында, алғы 
шартты, параллел жатқан екі характеристиканың тек біреуінде ғана беруге болады, екіншісі бос 
болуы керек, міне осы жай толқын теңдеуіне шартарапты (нелокальный) есепті қоюға негіз болды . 

Бұл еңбекте біз толқын теңдеуінің шартарапты есебінің тұрлаулы (регулярный) шешілетінін 
көрсетеміз, яғни шешімнің бар екенін, жəне оның бастапқы шарттарға үзіксіз тəуелді екенін 
дəлелдейміз.  

Есептің қойылуы.  
Ω െ дегеніміз қабырғалары :ܤܣ: ݔ ൅ ݕ ൌ 0 , BC: x-y=1, CD: x+y=1, DA: x-y=0 болатын, толқын 

теңдеуінің характеристикалық төртбұрышы болсын  

 
1-сурет 

 
Міне, осы төртбұрыш ішінде, келесі, 
ݑܮ   ൌ ௫௫ݑ െ ௬௬ݑ ൌ ݂ሺݔ, , ሻݕ ሺݔ, ሻݕ א  Ω  (1) 
АВ|ݑ   ൌ ஺஽|ݑ , ஼஽ݑߙ ൌ ߚ · ห஻஼ݑ   (2) 

шартарапты есепті қарастырамыз , мұндағы, ݂ሺݔ, ሻݕ א  СሺΩഥሻ, яғни, Ωഥ  ішінде үздіксіз функция , ал  
α,β –нөлден өзгеше комплекс сандар. 

Мақаланың мақсаты, жоғарыдағы (1)-(2), шартарапты есептің тұрлаулы шешілетін көрсету. 
 
2.Зерттеу əдістері. 
Анықтама. Жоғарыдағы (1) теңдеу мен (2 ) шекаралық шарттарды қанағаттандыратын 

СଶሺΩሻ ת СሺΩഥሻ класына тиісті u(x,y) функциясын (1)+(2 ) шекаралық есептің тұрлаулы 
(регулярный) шешімі дейміз. 

Былай, ߦ ൌ ݔ െ , ݕ ߟ ൌ ݔ ൅   , алмастыру жасап, (1)+(2) есепті түрлендірсек , мынадай ݕ
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,ݔሺݑ ሻݕ ൌ ݑ ൬
ߦ ൅ ߟ

2
,
ߟ െ ߦ

2
൰ ൌ ,ߦොሺݑ  ሻߟ

௫ݑ ൌ ௫ߦොకݑ ൅ ௫ߟොఎݑ ൌ ොకݑ ൅ , ොఎݑ ௬ݑ ൌ ௬ߦොకݑ ൅ ௬ߟොఎݑ ൌ െݑොక ൅   , ොఎݑ
௫௫ݑ ൌ ௫ߦොకకݑ ൅ ௫ߟොకఎݑ ൅ ௫ߦොఎకݑ ൅ ௫ߟොఎఎݑ ൌ ොకకݑ ൅ ොకఎݑ2 ൅ , ොఎఎݑ ௬௬ݑ

ൌ െ൫ݑොకకߦ௬ ൅ ௬ߦොఎకݑ௬൯൅ߟොకఎݑ ൅ ௬ߟොఎఎݑ ൌ ොకకݑ െ ොకఎݑ2 ൅   , ොఎఎݑ

ݑܮ ൌ ௫௫ݑ െ ௬௬ݑ ൌ ොకఎݑ4 ൌ ݂ ൬
ߦ ൅ ߟ

2
,
ߟ െ ߦ

2
൰ , 

ොݑܮ ൌ ොకఎݑ ൌ
1
4

݂ ൬
ߦ ൅ ߟ

2
,
ߟ െ ߦ

2
൰ ൌ መ݂ሺߦ,  , ሻߟ

 нəтижеге келеміз. 
Енді Ω - аймағы мен шекаралық шарттардың қалай өзгеретінін байқайық:  
ݔ :ܤܣ ൅ ݕ ൌ 0, түзуі А′В′: ߟ ൌ 0 түзуіне өтеді, ݔ :ܥܤ െ ݕ ൌ 1 түзуі ܥ′ܤ ߦ :′ ൌ 1 түзуіне, ݔ :ܦܥ ൅

ݕ ൌ 1 түзуі С′ܦ′: ߟ ൌ 1 түзуіне, ݔ :ܣܦ െ :′ܣ′ܦ түзуі ݕ ߦ ൌ 0 түзуіне өтеді, Ω аймағы Ω′ аймағына 
өтеді.  

 
ሺ0,0ሻܣ ֬  ሺ0,0ሻ′ܣ

ܤ ൬
1
2

, െ
1
2

൰ ֬  ሺ1,0ሻ′ܤ

ሺ1,0ሻܥ ֬ ܥ ′ሺ1,1ሻ 

ܦ ൬
1
2

, െ
1
2

൰ ֬  ሺ0,1ሻ′ܦ
 
 
 
 
 
Демек , (1)+(2 ) есеп, келесі,  

ොݑܮ ൌ ොకఎݑ ൌ መ݂ሺߦ, , ሻߟ ሺߦ, ሻߟ א Ω′ (1') 
′ො|஺′஻ݑ ൌ ′ො|େ′ୈݑߙ  , ′ො|஺′஽ݑ  ൌ ߚ · ොቚݑ

஻′஼ ′
 (2') 

түрге енеді. 
 Қолайлы болу үшін, штрихтар мен қалпақтардан арылып , бастапқы белгілеулерге оралайық.  

 

 
3-сурет 
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 ൜
௫௬ݑ ൌ ݂ሺݔ, ,ሻݕ ሺݔ, ሻݕ א Ω

஺஻|ݑ ൌ , ஼஽|ݑߙ ஺஽|ݑ  ൌ ஻஼|ݑߚ
 ሺ3ሻ
ሺ4ሻ  

Алдымен, есебімізге сəйкес біртекті есепті зерттейік  
௫௬ݑ ൌ 0 , ஺஻|ݑ ൌ ,  ஼஽|ݑߙ ஺஽|ݑ ൌ ஻஼|ݑߚ  

Мына, ݑ௫௬ ൌ 0 теңдеуін алдымен у- бойынша , 
сонан соң, х бойынша интегралдасақ , мынадай,  

,ݔ௫ሺݑ ሻݕ ൌ ߮ሺݔሻ , ,ݔሺݑ ሻݕ ൌ න ߮ሺݔሻ݀ݔ ൅ ߮ሺݕሻ 

нəтиже аламыз. Демек, ݑሺݔ, ሻݕ ൌ ݂ሺݔሻ ൅ ݃ሺݕሻ , мұндағы , ݂ሺݔሻ мен ݃ሺݕሻ 
кезкелген үздіксіз дифференциалданатын функциялар. 

Шекаралық шарттардан  
݂ሺݔሻ െ ݃ሺݕሻ ൌ ሻݔሺ݂ۤߙ ൅ ݃ሺ1ሻۥ , ሺ1 െ ሻݔሻ݂ሺߙ ൌ ሺ1ሻݕߙ െ ݃ሺ0ሻ. 

Егер ߙ ൌ 1 болса, онда ݃൫1 െ ݃ሺ0ሻ൯ ൌ 0 екінші шекаралық шарттан  
݂ሺݔሻ ൅ ݃ሺݕሻ ൌ ሺ1ሻ݂ۤߚ ൅ ݃ሺݕሻۥ , ሺ1 െ ሻݕሻ݃ሺߚ ൌ ሺ1ሻ݂ߚ െ ݂ሺ0ሻ. 

Онда 1 െ ߚ ൌ 0 ,немесе, ݃ሺݕሻ ൌ  Бұл сəттерде біртекті есептің шексіз көп шешімдері .ݐݏ݊݋ܿ
бар, сондықтан, ߙ ് 1, дəл сол сыйақты себептен ߚ ് 1. Бұл сəтте, яғни ሺ1 െ ሻሺ1ߙ െ ሻߚ ് 0 
сəтінде, ݂ െ ,ݐݏ݊݋ܿ ݃ െ  .ݐݏ݊݋ܿ

Онда мына,  
 ݂ሺݔሻ ൅ ݃ሺ0ሻ ൌ ሻݔሺ݂ۤߙ ൅ ݃ሺ1ሻۥ  

теңдіктен  
݂ۤሺݔሻ ൅ ݃ሺ0ሻۥሺ1 െ ሻߙ ൌ 0 , ݂ሺݔሻ ൅ ݃ሺ0ሻ ൌ ݂ሺ0ሻ ൅ ݃ሺ0ሻ ൌ 0 

боларын көреміз . Сондықтан , ߙ ് 1, ߚ ് 1 , сəтінде  
,ݔሺݑ ሻݕ ൌ ݂ሺݔሻ ൅ ݃ሺݕሻ  ൌ 0. 

 Сонымен , ߙ ് 1, ߚ ് 1 сəтінде жоғарыдағы (3)+(4 ) шекаралық есептің тек бір ғана шешімі 
болуы мүмкін .  

 Енді осы (3)+(4 ) шекаралық есептің шешімінің интегралдық кейіпін табайық . 
 Жоғарыдағы, (3) теңдеуді, алдымен у, сонан соң, х бойынша интегралдап, келесі, (6), (7 ) 
,ݔሺݑ   ሻݕ ൌ ݂ሺݔሻ ൅ ݃ሺݕሻ ൅ ׬ ׬ ݂ሺߦ, ሻ௬ߟ

଴
௫

଴   ( 5)  .ߟ݀ߦ݀
формуланы аламыз. Бұл өрнекті шекаралық шарттарға апарып қойсақ , келесі ,  

  ݂ሺݔሻ ൅ ݃ሺ0ሻ ൌ ߙ ቘ݂ሺݔሻ ൅ ݃ሺ1ሻ ൅ ׬ ׬ ݂ሺߦ, ሻଵߟ
଴

௫
଴  , ቙ߟ݀ߦ݀

  ݂ሺ0ሻ ൅ ݃ሺݕሻ ൌ ߚ ቘ݂ሺ1ሻ ൅ ݃ሺݕሻ ൅ ׬ ׬ ݂ሺߦ, ሻ௬ߟ
଴

ଵ
଴  , ቙ߟ݀ߦ݀

                                  ሺ1 െ ሻݔሻ݂ሺߙ ൌ ሺ1ሻ݃ߙ െ ݃ሺ0ሻ ൌ ߙ ׬ ׬ ݂ሺߦ, ሻଵߟ
଴

௫
଴  (6)                                    , ߟ݀ߦ݀

                                 ሺ1 െ ሻݕሻ݃ሺߚ ൌ ሺ1ሻ݂ߚ െ ݂ሺ0ሻ ൅ ߚ ׬ ׬ ݂ሺߦ, ሻ௬ߟ
଴

ଵ
଴  (7)                                       , ߟ݀ߦ݀

формулаларға келеміз . Енді (6) формулада ݔ ൌ 0 болсын десек , мына , 
                                                      ሺ1 െ ሻ݂ሺ0ሻߙ ൌ ሺ1ሻ݃ߙ െ ݃ሺ0ሻ                                                             (8)  

теңдікті аламыз. 
 Демек, 

ሺ1 െ ሻݔሻ݂ሺߙ ൌ ሺ1 െ ሻ݂ሺ0ሻߙ ൅ ߙ ׬ ׬ ݂ሺߦ, ሻଵߟ
଴

௫
଴  , ߟ݀ߦ݀

                                                   ݂ሺݔሻ ൌ ݂ሺ0ሻ ൅ ఈ
ଵିఈ ׬ ݂ሺߦ, ሻ௫ߟ

଴  (9)                                                ߟ݀ߦ݀
Дəл осы жолмен , (7) формуладан , ݕ ൌ 0 сəтінде 

мына,  
ሺ1 െ ሻ݃ሺ0ሻߚ ൌ ሺ1ሻ݂ߚ െ ݂ሺ0ሻ 

формуланы аламыз 
 Демек , 
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ሺ1 െ ሻݕሻ݃ሺߚ ൌ ሺ1 െ ሻ݃ሺ0ሻߚ ൅ ߚ න න ݂ሺߦ, ሻߟ
௬

଴

ଵ

଴
 , ߟ݀ߦ݀

                                             ݃ሺݕሻ ൌ ݃ሺ0ሻ ൅ ఉ
ଵିఉ ׬ ׬ ݂ሺߦ, ሻ௬ߟ

଴
ଵ

଴   (10)                                                      ߟ݀ߦ݀

                                              ݃ሺ1ሻ ൌ ݃ሺ0ሻ ൅ ఉ
ଵିఉ ׬ ׬ ݂ሺߦ, ሻଵߟ

଴
ଵ

଴   (11)                                                     ߟ݀ߦ݀
Енді (11)-ді (8)-ге апарып қойып, мына, (12)  

ሺ1 െ ሻ݂ሺ0ሻߙ ൅ ݃ሺ0ሻ ൌ ሺ0ሻ݃ߙ ൅
ߚߙ

1 െ ߚ
න න ݂ሺߦ, ሻߟ

ଵ

଴

ଵ

଴
 ߟ݀ߦ݀

 

ሺ1 െ ሻ݂ሺ0ሻߙ ൅ ሺ1 െ ሻ݃ሺ0ሻߙ ൌ
ߚߙ

1 െ ߚ
න න ݂ሺߦ, ሻߟ

ଵ

଴

ଵ

଴
 ߟ݀ߦ݀

  
  ݂ሺ0ሻ ൅ ݃ሺ0ሻ ൌ ఈఉ

ሺଵିఈሻሺଵିఉሻ ׬ ׬ ݂ሺߦ, ሻଵߟ
଴

ଵ
଴  (12)  ߟ݀ߦ݀

формулаға келеміз . Енді (5) формулаға,кейінгі, табылған (9) ,(10) формулаларды қойып, (12) 
формуланы ескерсек , онда, мынадай , 

,ݔሺݑ ሻݕ ൌ ݂ሺ0ሻ ൅ ݃ሺ0ሻ ൅
ߙ

1 െ ߙ
න න ݂ሺߦ, ሻߟ

ଵ

଴

௫

଴
ߟ݀ߦ݀ ൅

ߚ
1 െ ߚ

න න ݂ሺߦ, ሻߟ
௬

଴

ଵ

଴
ߟ݀ߦ݀ ൅ න න ݂ሺߦ, ሻߟ

௬

଴

௫

଴
ߟ݀ߦ݀

ൌ
ߚߙ

ሺ1 െ ሻሺ1ߙ െ ሻߚ න න ݂ሺߦ, ሻߟ
ଵ

଴

ଵ

଴
ߟ݀ߦ݀ ൅

ߙ
1 െ ߙ

න න ݂ሺߦ, ሻߟ
ଵ

଴

௫

଴
ߟ݀ߦ݀

൅
ߚ

1 െ ߚ
න න ݂ሺߦ, ሻߟ

௬

଴

ଵ

଴
ߟ݀ߦ݀ ൅ න න ݂ሺߦ, ሻߟ

௬

଴

௫

଴
 ߟ݀ߦ݀

интегралдық кейіпке келеміз . 
 Тікелей есептеу арқылы , алынған формуланы тексереміз : 

௫ݑ ൌ
ߙ

1 െ ߙ
න ݂ሺߦ, ߟሻ݀ߟ ൅ න ݂ሺݔ, ሻߟ

௬

଴

ଵ

଴
 , ߟ݀

 

௬ݑ ൌ
ߚ

1 െ ߚ
න ݂ሺߦ, ߦሻ݀ߟ ൅ න ݂ሺݔ, ሻߟ

௫

଴

ଵ

଴
 , ߦ݀

 
௫௬ݑ ൌ ݂ሺݔ,  ;ሻݕ

 

஺஻|ݑ ൌ
ߚߙ

ሺ1 െ ሻሺ1ߙ െ ሻߚ න න ݂ሺߦ, ሻߟ
ଵ

଴

ଵ

଴
ߟ݀ߦ݀ ൅

ߙ
1 െ ߙ

න න ݂ሺߦ, ሻߟ
ଵ

଴

௫

଴
 , ߟ݀ߦ݀

஼஽|ݑ ൌ
ߚߙ

ሺ1 െ ሻሺ1ߙ െ ሻߚ න න ݂ሺߦ, ሻߟ
ଵ

଴

ଵ

଴
ߟ݀ߦ݀ ൅

ߚ
1 െ ߚ

න න ݂ሺߦ, ሻߟ
ଵ

଴

ଵ

଴
ߟ݀ߦ݀ ൅  

ߙ
1 െ ߙ

න න ݂ሺߦ, ሻߟ
ଵ

଴

௫

଴
 ߟ݀ߦ݀

൅ න න ݂ሺߦ, ሻߟ
ଵ

଴

௫

଴
ߟ݀ߦ݀

ൌ  
ߚ

1 െ ߚ
න න ݂ሺߦ, ሻߟ

ଵ

଴

ଵ

଴
ቘ ߟ݀ߦ݀

ߙ
1 െ ߙ

൅ 1቙ ൅ ቀ1 ൅
ߙ

1 െ ߙ
ቁ න න ݂ሺߦ, ሻߟ

ଵ

଴

௫

଴
ߟ݀ߦ݀

ൌ
ߚ

ሺ1 െ ሻሺ1ߙ െ ሻߚ න න ݂ሺߦ, ሻߟ
ଵ

଴

ଵ

଴
ߟ݀ߦ݀ ൅

1
1 െ ߙ

න න ݂ሺߦ, ሻߟ
ଵ

଴

௫

଴
 . ߟ݀ߦ݀

 Демек, ݑ|஺஻ ൌ  . ஼஽ . Екінші шекаралық шарт дəл осылай тексеріледі|ݑߙ
 Енді табылған шешімінің ఈܹ

′ нормасын бағалайық . 
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,ݔሺݑ| |ሻݕ ൑ ฬ
ߚߙ

ሺ1 െ ሻሺ1ߙ െ ሻฬߚ ቆන න |݂ሺߦ, ሻ|ଶߟ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇߟ݀ߦ݀

ଵ
ଶ

൅ ቚ
ߙ

1 െ ߙ
ቚ ቆන න |݂ሺߦ, ߟ݀ߦሻ|ଶ݀ߟ

ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
ଶ

൅ ฬ
ߚ

1 െ ߚ
ฬ ቆන න |݂ሺߦ, ߟ݀ߦሻ|ଶ݀ߟ

ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଶ

൅ ቆන න |݂ሺߦ, ߟ݀ߦሻ|ଶ݀ߟ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଶ

൑
|ߚߙ| ൅ ሺ1ߙ| െ |ሻߚ ൅ ሺ1ߚ| െ |ሻߙ

ሺ1 െ ሻሺ1ߙ െ ሻߚ ቆන න |݂ሺߦ, ߟ݀ߦሻ|ଶ݀ߟ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
ଶ

; 

|௫ݑ| ൑ ቚ
ߙ

1 െ ߙ
ቚ ቆන |݂ሺߦ, ሻ|ଶߟ

ଵ

଴
ቇߟ݀

ଵ
ଶ

൅ ቆන |݂ሺݔ, |ሻߟ
ଵ

଴
ቇߟ݀

ଵ
ଶ

൑
|ߙ| ൅ |1 െ |ߙ

|1 െ |ߙ ቆන |݂ሺݔ, ሻ|ଶߟ
ଵ

଴
ቇߟ݀

ଵ
ଶ

, 

หݑ௬ห ൑
|ߚ| ൅ |1 െ |ߚ

|1 െ |ߚ ቆන |݂ሺݔ, ሻ|ଶߟ
ଵ

଴
ቇߟ݀

ଵ
ଶ

; 

Демек , 
ԡݑԡଵ

ଶ ൌ ԡݑԡ௪మ
′

ଶ ൌ ԡݑԡ௟మ
ଶ ൅ ԡݑ௫ԡ௅మ

ଶ ൅ ฮݑ௬ฮ
௅మ

ଶ

൑ ൝ቢ
|ߚߙ| ൅ ሺ1ߙ| െ |ሻߚ ൅ ሺ1ߚ| െ |ሻߙ

|ሺ1 െ ሻሺ1ߙ െ |ሻߚ ባ
ଶ

൅ ቢ
|ߙ| ൅ |1 െ |ߙ

|1 െ |ߙ ባ
ଶ

൅ ቢ
|ߚ| ൅ |1 െ |ߚ

|1 െ |ߚ ባ
ଶ

ൡ. 

Сонымен, 
ԡݑԡଵ ൑ ,ߙሺܭ  , ሻԡ݂ԡ଴ߚ

мұндағы , 

ଵ|ݑ| ൌ ටԡݑԡ଴
ଶ ൅ ԡݑ௫ԡ଴

ଶ ൅ ฮݑ௬ฮ
଴
ଶ
. 

ԡ݂ԡ଴ ൌ ԡ݂ԡ௅మ ൌ ቆන න |݂ሺߦ, ሻ|ଶߟ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
ଶ

 , 

,ߙሺܭ  ға тəуелді, əйтеуір бір, тұрақты шама. Біз, келесі, теореманы- ߚ мен ߙ ሻ -дегенімізߚ
дəлелдедік.  

 
3. Алынған нəтиежелер. 
Теорема.  Егер  

                                                                    ሺ1 െ ሻሺ1ߙ െ ሻߚ ് 0                                                                       (13) 
болса, онда кезкелген ݂ሺݔ, ሻݕ א  СሺΩഥሻ үшін, мына,  

௫௬ݑ ൌ ݂ሺݔ, ,ሻݕ ሺݔ, ሻݕ א Ω
஺஻|ݑ ൌ , ஼஽|ݑߙ ஺஽|ݑ  ൌ ஻஼|ݑߚ

 

 шекаралық есептің бірегей шешімі бар , ол ܥଵ.ଵ
ଶ ሺΩሻ ת   ,ሺΩഥሻ класына тиісті жəне, мынаܥ

                                                                           ԡݑԡଵ ൑  ԡ݂ԡ଴                                                                         (14)ܭ
теңсіздікті қанағаттандырады , мұндағы, ԡ·ԡଵ - Соболевтің нормасы , ԡ·ԡ଴ -кəдімгі ܮଶ норма, ал K -
дегеніміз тек ߙ мен ߚ -ға тəуелді тұрақты шама , ол ݑ мен ݂-қа тəуелсіз. 

 
4.Талқысы. 
Жоғарыдағы (13) шарт есепті шешуге жеткілікті екен,сонымен бірге соңғы (14) теңсіздіктен 

бұл есептің əлді шешілетіні байқалады,шешімнің бірегейлігі-де ,айдан анық көрініп тұр.Демек, 
кері оператор бар жəне ол шектеулі.Егерде Реллихтың [8], немесе, Соболевтің теоремасын 
ескерсек,онда бұл кері оператордың əсіре үзіксіз екенін көреміз,демек, оның нөлден өзгеше 
спектрі тек меншікті мəндерден құралады,бірақ ,олардың болмауы да мүмкін,сондықтан, арнайы 
зерттеуді керек етеді.Біз бұл мəселелерге кейінірек оралмақпыз. 
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