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Abstract. In this paper, we study the Dirichlet problem for the two-dimensional biharmonic equation. It was build in an 

explicit form the Green's function of the Dirichlet problem for the biharmonic equation in a circle. Also it was built a polynomial 
solution of the Dirichlet problem for the Poisson equation. 

Keywords: Poisson equation, polyharmonic equation, Dirichlet problem, Green function.  
 
 

УДК 517. 951 
 

ДӨҢГЕЛЕКТЕГІ  БИГАРМОНИЯЛЫ ТЕҢДЕУ ҮШІН ДИРИХЛЕ 
ЕСЕБІНІҢ ГРИН ФУНКЦИЯСЫ ЖƏНЕ ПУАССОН ТЕҢДЕУІНІҢ 

ПОЛИНОМИАЛДЫ ШЕШІМІ 
 

Б.Д. Қошанов, К. Еділ  
 

Математика жəне математикалық моделдеу институты, Алматы қ. 
 
Түйін сөздер: Пуассон теңдеуі, бигармониялы теңдеу, Дирихле есебі, Грин функциясы. 
Аннотация. Бұл жұмыс дөңгелектегі бигармониялы теңдеу үшін Дирихле есебін зерттеуге арналған. Берілген 

Дирихле есебінің Грин функциясының өрнегі айқын түрде алынған. Пуассон теңдеуі үшін біртекті Дирихле есебінің 
полиномиалды шешімі құрылған. 

 
1. Бірлік дөңгелекте бигармониялы теңдеу үшін келесі Дирихле есебін қарастырайық: 
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Лемма 2. Жұп өлшемді кеңістіктер үшін )2( nm ≥ , дербес жағдайда )2,2( == nm  үшін 

(1.1) теңдеуінің  іргелі шешімі: 
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Теорема 1. (1.1)-(1.2) есебінің Грин функциясы келесі түрде өрнектеледі: 
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Лемма 3.  Егер )2,2( == nm  болса, 
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функциялары біртекті бигармониялы теңдеудің шешімі болады. 
 
Лемма 4. Əрбір 10 ≤< x  үшін келесі қатарға жіктеледі: 
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Оған қосымша келесі Ньютон - биномға жіктелуі орынды: 
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Теорема 1 - дің дəлелдеуі: 

(1.3) теңдігінен 12

2

≤
Y
Z

 аламыз. Жұп өлшемді кеңістіктер )2( nm ≥ үшін (1.1) теңдеуінің 

іргелі шешімі ақырсыз қатарға келесі түрде жіктеледі (лемма-4): 

=

−

−
−=

−

2

2
2

2

2

22
,2 ln)(),(

r
y
yx

r
y

yx
yxyx

nm

nmε  

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

=−−==

∑∑
∞

=

−−−
−

=
−

−−

1

22
222

2

0 2

2

2
222

2

2
22

)()()()(

)1ln()(ln)(

k

kk
jjnm

nm

j

j
nm

nmnm

k
ZYZYC

Y
ZZY

Y
XX

 

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−− ∑ ∑∑

= +=

−−−−
−

=
−

0 0

01 1

2222
222

2

0 2

)()()()()()(
k

k

k

kk

kkkk
jjnm

nm

j

j
nm k

ZY
k

ZYZYC  

...)()()()()()( 222
1

1

222222
1

1

Ssnmm

s
s

Ssnm

ms
s

Ssnmm

s
s ZYdZYdZYd

−−−

=

−−∞

=

−−−

=
∑∑∑ −=−−  

= +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
−+ −−−

2
1ln

2
)2()1(ln 2)1(2

,2
2

,2 YnmZYdYYd nm
nm

nm
nm  

( )
K+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

−
−−

−−−−
+ −−

2
1

2
)2()1(

2
1ln

2
)22(

2
)2(

!2
1)(

2
22)2(2

,2
nmYnmnmZYd nm

nm  

мұндағы  

. )1(

2

)1,
2

min(

)0,1
2

max(

j
nm

snm

nsj

j

s C
js

d
−

−−

+−=

∑ −
−

=  

Біздің жағдайда )2,2( == nm  теңдіктің оң жағының екі қосылғышын сол жағына 
ауыстырсақ, онда теңдіктің оң жағында шексіз қосынды қалдық қалады. Сол қалдықты 
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Дербес жағдайда, яғни 2=n  кезінде бұл нəтиже [6] H.Begehr-дің нəтижесімен сəйкес келеді: 
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(1.2) шекаралық шартын құрылған Грин функциясы үшін тексерейік:  
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Нəтижесінде ),(2,4 yxG  Грин функциясы бірлік дөңгелекте (1.1)-(1.2) Дирихле есебін 
қанағаттандырды. 

 
2. Пуассон теңдеуі үшін біртекті Дирихле есебінің полиномиалды шешімдері 
Бірлік шарда { }1 : <∈=Ω xRx n  Пуассон  теңдеуі үшін қойылған келесі шекаралық есепті 

қарастырайық: 
  ,  ),()( Ω∈=∆ xxQxu       (2.1)                        
 ,0

1
=

=x
u   (2.2)     

Оң жағы )(xQ  көпмүшелік жəне 2>n . [5] жұмыста дəлелденген, )(xQ  көпмүшелігі 
Альманси формуласы бойынша жазылған:                                                                          
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мұндағы , ... 0,1,  ),( =kxkυ - гармоникалық көпмүшеліктер   
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формуласымен анықталады. 
(2.4)- формуладағы  операторлық қатардың ақырлы қосындысы болады, )(xQ - көпмүшелік. 

Өйткені (2.3)-те )(xkυ  ақырлы саны нөлден өзгеше болады. Ыңғайлы болу үшін қосындының 
жоғарғы шегін ∞ түрінде жазамыз. 

Лемма 5. Келесі түрде орындалады: 
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Енді, )()( 0 xux −υ  көпмүшелігі (2.1) Пуассон теңдеуін )()( xQxQ m=  жəне (2.2) Дирихле 

0))()((
10 =−
=x

xuxυ  шартын қанағаттандыратынын оңай көруге болады. 

 (2.5) формуладан (2.1) - (2.2) есебінің шешімі )()( xQxQ m= үшін келесі түрде болады: 
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Бұл шешім, лемма 5-ке сəйкес басқа түрде жазуға болады: 
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Ω  бірлік шардағы Лаплас теңдеуі үшін келесі Дирихле есебін қарастырайық: 
 
 ; ,0)( Ω∈=∆ xxυ             ,)(

Ω∂Ω∂
= xPυ  (2.8) 

мұндағы )(xP - көпмүшелік жəне 2>n . 
Теорема 2. (2.8) есебінің шешімін келесі түрде жазуға болады [8]: 
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Теорема 3. Дирихле есебінің шешімін бірлік Ω  шарда  
 ; ),()( Ω∈=∆ xxQxu       ,)(
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= xPu    (2.10) 

келесі түрде жазуға болады: 
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Бұл жұмыс ҚР БжҒМ - нің 3492/ ГФ4 грантының қолдауымен орындалды.  
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ФУНКЦИЯ ГРИНА ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ ДЛЯ БИГАРМОНИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ В КРУГЕ И 
ПОЛИНОМИАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА 

 
Б.Д. Кошанов, К. Едил 

 
Институт математки и математического моделирования, Алматы 

 
Аннотация. В данной работе исследована задача Дирихле для двухмерного бигармонического уравнения. 

Построена в явном виде функция Грина задачи Дирихле для бигармонического уравнения в круге. А также построено 
полиномиальное решение задачи Дирихле для уравнения Пуассона.  

Ключевые слова:  уравнения Пуассона, бигармоническое уравнение, задачи Дирихле, функция Грина.  
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