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decidable numberings. 
Abstract. In the work it was constructed an example of Σଶ

ିଵ-computable family ࣭ such that Rogers semilattices 
࣬ଶ

ିଵሺ࣭ሻ and ࣬ଷ
ିଵሺ࣭ሻ are one-element. And an example of Σଶ

ିଵ-computable family ࣭ such that Rogers semilattice 
࣬ଶ

ିଵሺ࣭ሻ is one-element, and ࣬ଷ
ିଵሺ࣭ሻ is not one-element. 

 
УДК 510.54 
 
О ПОЛУРЕШЕТКАХ РОДЖЕРСА ДВУХЭЛЕМЕНТНЫХ СЕМЕЙСТВ 

РАЗНОСТЕЙ В. П. МНОЖЕСТВ 
 

Б.С. Калмурзаев 
 

Казахский национальный университет им. аль-Фараби, Алматы, Казахстан 
 
Ключевые слова: полурешетка Роджерса, иерархия Ершова, вычислимо перечислимые множества, 

позитивная нумерация, разрешимая нумерация. 
Аннотация. В работе приведен пример Σଶ

ିଵ-вычислимого семейства ࣭ такого, что полурешетки 
Роджерса ࣬ଶ

ିଵሺ࣭ሻ и ࣬ଷ
ିଵሺ࣭ሻ одноэлементны. А также приведен пример  Σଶ

ିଵ-вычислимого семейства ࣭ 
такого, что полурешетка Роджерса ࣬ଶ

ିଵሺ࣭ሻ одноэлементна, а ࣬ଷ
ିଵሺ࣭ሻ не одноэлементна. 

 
Исследование вычислимых семейств множеств иерархии Ершова было инициировано 

работами [1], [2], в которых был предложен общий подход к введению понятия вычислимой 
нумерации для широкого класса семейств конструктивных объектов и сформулирована программа 
их изучения в терминах свойств так называемых полурешеток Роджерса. 

Полученные к настоящему времени результаты о полурешетках вычислимых нумераций 
семейств множеств иерархии Ершова выявили новые феномены, не присущие классическим 
вычислимым нумерациям семейств вычислимо перечислимых (в.п.)  множеств. В частности, было 
доказано существование семейств, состоящих из двух вложенных множеств, полурешетка 
Роджерса которых одноэлементна [3]. 

Приведем некоторые понятия из теории вычислимости, используемые в работе. Понятие ݊-
вычислимо перечислимого (݊-в.п.) множества было предложено C.J. Ash, J.F. Knight в 
индуктивной форме [4]: 

Определение 1. 1-в.п. множества – это в точности в.п. множества, a каждое ሺ݊ ൅ 1ሻ-в.п. 
множество – это разность некоторого вычислимо перечислимого и некоторого ݊-в.п. множеств. 

Таким образом, 2-в.п. множества имеют вид ܴଵ ך ܴଶ, где ܴଵ, ܴଶ – в.п. множества, поэтому их 
еще называют разностями в.п. множеств (кроме того можно утверждать, что ܴଵ ك ܴଶ), 3-в.п. 
множества имеют вид ܴଵ ך ሺܴଶ ך ܴଷሻ ൌ ሺܴଵ ך ܴଶሻ ׫ ܴଷ, где ܴଵ ك ܴଶ ك ܴଷ и ܴଵ, ܴଶ, ܴଷ – в.п. 
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множества и т.д. -в.п. множества образуют уровень Σ௡
ିଵ иерархии Ершова [5], о них также говорят 

как о Σ௡
ିଵ-множествах. 

Теперь приведем некоторые понятия из теории нумераций. Сюръективное отображение ߙ 
множества натуральных чисел ߱ на непустое множество ࣛ называется нумерацией множества ࣛ.  
Пусть ࣛ – семейство множеств из класса Σ௡

ିଵ, ݊ ൒ 1, иерархии Ершова. Нумерация ߙ: ߱ ՜ ࣛ 
называется Σ௡

ିଵ-вычислимой, если 
ሼݔۃ, ݔ |ۄ݊ א ሺ݊ሻሽߙ א Σ௡

ିଵ. 
Понятие Σଵ

ିଵ-вычислимой нумерации совпадает с классическим понятием вычислимой 
нумерации семейства рекурсивно перечислимых множеств [4]. Множество всех Σ௡

ିଵ-вычислимых 
нумераций семейства ࣛ обозначим через Com௡

ିଵሺࣛሻ. Нумерация ߙ семейства ࣛ сводится к 
нумерации ߚ этого семейства (символически ߙ ൑  если существует рекурсивная функция ݂, для ,(ߚ
которой ߙሺݔሻ ൌ ݔ ሻ൯ для всехݔ൫݂ሺߚ א ߱. Если ߙ ൑ ߚ и ߚ ൑  называются ߚ и ߙ то нумерации ,ߙ
эквивалентными (ߙ ؠ  т.е. совокупность ,ߙ ሻ степень нумерацииߙОбозначим через degሺ .(ߚ
нумерации ሼߚ|ߚ ؠ ሽ. Отношение сводимости нумерации является предпорядком на Com௡ߙ

ିଵሺࣛሻ и 
индуцирует отношение частичного порядка на множестве степеней нумерации из Com௡

ିଵሺࣛሻ, 
которое также будем обозначать через ൑. Частично упорядоченное множество 

࣬௡
ିଵሺࣛሻ ֖ ߙ|ሻߙሼdegሺۃ א Com௡

ିଵሺࣛሻሽ, ൑ۄ 
является верхней полурешеткой, которая называется полурешеткой Роджерса семейства ࣛ. 

Определение 3 ([6]). Нумерацию ߙ назовем позитивной, если множество ሼ݊ۃ, ሺ݊ሻߙ|ۄ݉ ൌ
 .ሺ݉ሻሽ является вычислимо перечислимым (и разрешимой, если указанное множество вычислимо)ߙ

Ясно, что всякая разрешимая нумерация является позитивной. 
 
Следующая теорема утверждает, что существуют Σଶ

ିଵ-вычислимые семейства такие, что 
полурешетка Роджерса 2-го и 3-го уровня иерархии Ершова этого семейства не изоморфны. 

Теорема 1. Найдется двухэлементное семейство Σଶ
ିଵ-множеств ࣭ ൌ ሼܣ,  ሽ такое, чтоܤ

ห࣬ଶ
ିଵሺ࣭ሻห ൌ 1 и ห࣬ଷ

ିଵሺ࣭ሻห ൐ 1. 
Доказательство. Строим разрешимую Σଶ

ିଵ-нумерацию ߙ следующим образом: ߙሺ0ሻ ൌ  и ܣ
ሻݔሺߙ ൌ ݔ для всех ܤ ൌ 1,2, …. Строим еще Σଷ

ିଵ-вычислимую нумерацию ߚ так, чтобы она не была 
позитивной. И этим мы обеспечим ห࣬ଷ

ିଵሺ࣭ሻห ൐ 1. Пусть ߨ௞ – все Σଶ
ିଵ-вычислимые нумерации всех 

Σଶ
ିଵ-вычислимых семейств (݇ א ߱). Пусть ܽሺ݇, ,ݔ ݅ሻ – произвольная 1-1-вычислимая всюду 

определённая функция. Будем строить множества ܣ и ܤ и функции ݃௞, ሺ݇ א ߱ሻ удовлетворяющих 
следующим требованиям. 

Требования 
(1) Если ߨ௞ нумерация нашего семейства, то ݃௞ всюду определено и сводит ߨ௞ к ߙ. 
Σଷ – ߚ (2)

ିଵ-вычислимая нумерация семейства ࣭. 
 .не позитивная нумерация – ߚ (3)
Стратегия для ࢑ࢍ 
Перечисляем ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ в ܣ и ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ, ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ в ܤ для любых ݇, ݔ א ߱. Ждём пока ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ 

или ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ не появятся в ߨ௞ሺݔሻ для некоторых ݔ и ݇. 
Случай 1.1. Если ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ появится в ߨ௞ሺݔሻ и ݃௞ሺݔሻ не определено, то определяем ݃௞ሺݔሻ ൌ 1. 
Случай 1.2. Если ݃௞ሺݔሻ ൌ 1 и ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ исчезает из ߨ௞ሺݔሻ, то ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ перечисляем в ܣ. 
Случай 2.1. Если случай 1.1. не произошёл и ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ появляется в ߨ௞ሺݔሻ и ݃௞ሺݔሻ не 

определено, то ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ убираем из ܣ. 
Случай 2.2. Если случай 1.1. не произошёл и ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ исчезает из ߨ௞ሺݔሻ и ݃௞ሺݔሻ не 

определена, то определяем ݃௞ሺݔሻ ൌ 0. 
Случай 3. Если вышеперечисленные случаи не произошли и функция ݃௞ሺݔሻ осталась 

неопределённой до бесконечности, то ߨ௞ не является нумерацией нашего семейства и требования 
удовлетворены. 

 

Конструкция стратегии 
Шаг 0. Пусть ܣ଴ ൌ ଴ܤ и ׎ ൌ  Переходим к .ݔ ሻ не определена для всех ݇ иݔФункция ݃௞ሺ .׎

следующему шагу. 
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Шаг ࢚ ൅ ૚. Пусть ݉ ൌ ݈ሺݐሻ, ݇ ൌ ݈ሺ݉ሻ, ݔ ൌ  .ሺ݉ሻ и выполняем следующие инструкцииݎ
Случай 1. Если ݐ наименьший номер такой, что ݈ሺݐሻ ൌ ݉, тогда ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ перечисляем в ܣ௧ାଵ 

и ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ, ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ перечисляем в ܤ௧ାଵ. Переходим к следующему шагу. 
Случай 2. Если найдется ݐԢ ൏ ᇱሻݐтакой, что ݈ሺ ݐ ൌ ݉ и ݃௞

௧ ሺݔሻ неопределена, тогда выполняем 
инструкции одного из следующих подслучаев. 

Подслучай 2.1. Если ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ א ௞ߨ
௧ାଵሺݔሻ, тогда пусть ݃௞

௧ାଵሺݔሻ ൌ 1. Переходим в конец шага. 
Подслучай 2.2. Если ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ א ௧ܣ  ת ௞ߨ

௧ାଵሺݔሻ и ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ ב ௞ߨ
௧ାଵሺݔሻ, тогда убираем ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ 

из ܣ. Переходим в конец шага. 
Подслучай 2.3. Если ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ, ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ ב ௧ܣ  ׫ ௞ߨ

௧ାଵሺݔሻ и ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ א ௞ߨ
௦ሺݔሻ для ݏ ൑  тогда ,ݐ

пусть ݃௞
௧ାଵሺݔሻ ൌ 0. Переходим в конец шага. 

Подслучай 2.4. Если подслучаи 2.1-2.3 не выполняются, тогда ничего не предпринимаем и 
переходим в конец шага. 

Случай 3. Если ݃௞
௧ ሺݔሻ определена, тогда выполняем инструкции одного из следующих 

подслучаев. 
Подслучай 3.1. Если ݃௞

௧ ሺݔሻ ൌ 1 и ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ ב ௞ߨ
௧ାଵሺݔሻ, тогда ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ перечисляем в ܣ. 

Переходим в конец шага. 
Подслучай 3.2. Если подслучай 3.1 не выполняется, тогда ничего не предпринимаем и 

переходим в конец шага. 
Конец шага. Для всех ݉, если ݃௠ ,ݕ

௧ ሺݕሻ определено, то пусть ݃௠
௧ାଵሺݕሻ ൌ ݃௠

௧ ሺݕሻ. И для всех 
ݔ ൒ 1 пусть ߙ௧ሺ0ሻ ൌ ሻݔ௧ሺߙ ௧ାଵ иܣ ൌ  ݇ ௧ାଵ. И пусть для всехܤ

௧ାଵሺ2݇ሻߚ ൌ  ,௧ାଵܣ

௧ାଵሺ2݇ߚ ൅ 1ሻ ൌ ቊ
,௧ାଵܣ если 2݇ۃ, 2݇ ൅ ۄ1 ב ௞ܹ

௧ାଵ;
,௧ାଵܤ если 2݇ۃ, 2݇ ൅ ۄ1 א ௞ܹ

௧ାଵ.
 

Переходим к следующему шагу. 
 
Свойства конструкции 
1. Для всех ݅ ൒ ሺ݅ሻߙ ,1 ൌ ࣭ ,ሺ1ሻ. В частностиߙ ൌ ሼߙሺ0ሻ,  .ሺ1ሻሽߙ
2. ࣭ ك Σଶ

ିଵ и ߙ является Σଶ
ିଵ-вычислимой нумерацией семейства ࣭. 

3. Для каждого ݕ א ሺ0ሻߙ ׫ ݅ ሺ1ሻ, найдетсяߙ ൑ 1 и ݇, ݔ א ߱ такие, что ݕ ൌ ܽሺ݇, ,ݔ ݅ሻ. 
4. Для всех ݇, ሺ0ሻߙ множество ,ݔ ת ሼܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ, ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻሽ равняется одному из следующих 

множеств: ׎, ሼܽሺ݇, ,ݔ 0ሻሽ, ሼܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ, ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻሽ. А множество ߙሺ1ሻ ת ሼܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ, ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻሽ равняется 
только ሼܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ, ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻሽ. 

5. Для всех ݇, ,ݔ если ݃௞ ,ݐ
௧ ሺݔሻ определена, тогда ݃௞

௦ሺݔሻ определена и ݃௞
௧ ሺݔሻ ൌ ݃௞

௦ሺݔሻ для всех 
ݏ ൒  .В частности, каждая ݃௞ является частично рекурсивной функцией .ݐ

6. Для каждого ݇, если ߨ௞ – нумерация семейства ࣭, тогда функция ݃௞ всюду определена. 
7. Для всех ݇, если ߨ௞ – нумерация семейства ࣭, тогда ߨ௞ሺݔሻ ൌ ݔ ሻ൯ для всехݔ൫݃௞ሺߙ א ߱. 
ሺ0ሻߙ .8 ؿ  .ሺ1ሻߙ
Свойства 1 – 8 доказываются аналогично, как свойства 1 – 8 в из [3]. 
9. Нумерация ߚ является Σଷ

ିଵ-вычислимой. 
Доказательство. Заметим, что построенное множество ܣ является Σଶ

ିଵ-множеством а 
множество ܤ является в.п. множеством и ܣ ك  могут только ܤ элементы ܤ к ܣ При переходе из .ܤ
перечисляться в ߚ, так как ܤ в.п. множество. И поэтому количество колебании элементов в ߚ не 
превосходит 3. Значит, построенная нумерация ߚ является Σଷ

ିଵ-вычислимой. 
10. Нумерация ߚ не является позитивной. 
Доказательство. Допустим, что ߚ позитивная нумерация семейства ࣭. Значит множество 

ሼ݊ۃ, ሺ݊ሻߚ|ۄ݉ ൌ ,݊ۃሺ݉ሻሽ является в.п. множеством, и пусть ሼߚ ሺ݊ሻߚ|ۄ݉ ൌ ሺ݉ሻሽߚ ൌ ௘ܹ для 
некоторого ݁ א ߱. Тогда, если 2݁ۃ, 2݁ ൅ ۄ1 א ௘ܹ, то по конструкции ߚሺ2݁ ൅ 1ሻ ൌ ሺ2݁ሻߚ и ܤ ൌ  .ܣ
Следовательно, 2݁ۃ, 2݁ ൅ ۄ1 ב ሼ݊ۃ, ሺ݊ሻߚ|ۄ݉ ൌ ሺ݉ሻሽߚ ൌ ௘ܹ. Противоречие. А если 2݁ۃ, 2݁ ൅ ۄ1 ב

௘ܹ, то по конструкции ߚሺ2݁ ൅ 1ሻ ൌ ሺ2݁ሻߚ и ܣ ൌ ,2݁ۃ Следовательно .ܣ 2݁ ൅ ۄ1 א ሼ݊ۃ, ሺ݊ሻߚ|ۄ݉ ൌ
ሺ݉ሻሽߚ ൌ ௘ܹ. Противоречие. Значит, нумерация ߚ не является позитивной. 

ߚ .11 ح и ห࣬ଷ ߙ
ିଵሺ࣭ሻห ൐ 1. 
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Доказательство. Допустим, что ߚ ൑  ࣭ разрешимая нумерация семейства ߙ В силу того, что .ߙ
следует, что ߚ так же разрешимая нумерация семейства ࣭. Это противоречит 10 свойству. Значит 
ߚ ح A это значит, что полурешетка ࣬ଷ .ߙ

ିଵሺ࣭ሻ содержит как минимум два неэквивалентных 
нумерации семейства ࣭. Значит ห࣬ଷ

ିଵሺ࣭ሻห ൐ 1. 
 
Следствие 1. Существуют бесконечно много различных двухэлементных семейств таких, как 

в теореме 1. 
Доказательство. Различные такие семейства можно получать подбирая разные функции 

ܽሺ݇, ,ݔ ݅ሻ в доказательстве теоремы 1. 
 
В то же время не для всех двухэлементных семейств Σଶ

ିଵ-вычислимых множеств утверждение 
теоремы 1 остаётся верной. 

Теорема 2. Найдется двухэлементное семейство Σଶ
ିଵ-множеств ࣭ ൌ ሼܣ,  ሽ  такое, чтоܤ

ห࣬ଶ
ିଵሺ࣭ሻห ൌ ห࣬ଷ

ିଵሺ࣭ሻห ൌ 1. 
Доказательство. Строим разрешимую Σଶ

ିଵ-нумерацию ߙ следующим образом: ߙሺ0ሻ ൌ  и ܣ
ሻݔሺߙ ൌ ݔ для всех ܤ ൌ 1,2, …. Пусть ߨ௞ – все Σଷ

ିଵ-вычислимые нумерации всех Σଷ
ିଵ-вычислимых 

семейств (݇ א ߱). Пусть ܽሺ݇, ,ݔ ݅ሻ – произвольная 1-1-вычислимая функция. Будем строить 
множества ܣ и ܤ и функции ݃௞ሺ݇ א ߱ሻ, удовлетворяющих следующему требованию: если ߨ௞ – 
Σଷ

ିଵ-вычислимая нумерация семейства ࣭, тогда ݃௞ всюду определена и сводит ߨ௞ к ߙ. 
 
Стратегия для ࢑ࢍ 
Перечисляем ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ в ܣ и ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ, ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ в ܤ. Ждём пока ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ или ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ не 

появится в ߨ௞ሺݔሻ для некоторых ݔ и ݇. 
Случай 1.1. Если ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ появится в ߨ௞ሺݔሻ и ݃௞ሺݔሻ не определена, то определяем ݃௞ሺݔሻ ൌ 1. 
Случай 1.2. Если ݃௞ሺݔሻ ൌ 1 и ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ исчезает из ߨ௞ሺݔሻ, то ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ перечисляем в ܣ. 
Случай 1.3. Если ݃௞ሺݔሻ ൌ 1 и ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ перечисляется в ߨ௞ሺݔሻ, то ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ убираем из ܣ. 
Случай 2.1. Если случай 1.1. не произошёл и ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ появляется в ߨ௞ሺݔሻ и ݃௞ሺݔሻ не 

определена, то ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ убираем из ܣ. 
Случай 2.2. Если случай 1.1. не произошёл и ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ исчезает из ߨ௞ሺݔሻ и ݃௞ሺݔሻ не 

определена, то определяем ݃௞ሺݔሻ ൌ 0. 
Случай 2.3. Если ݃௞ሺݔሻ ൌ 0 и ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ перечисляется в ߨ௞ሺݔሻ, то ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ убираем из ܤ. 
Случай 3. Если вышеперечисленные случаи не произошли и функция ݃௞ሺݔሻ осталась 

неопределённой до бесконечности, то ߨ௞ нумерация не нашего семейства и требовании 
удовлетворены. 

 

Конструкция стратегии 
Шаг 0: Пусть ܣ଴ ൌ ଴ܤ и ׎ ൌ И ݃௞ .׎

଴ሺݔሻ неопределена для всех ݇ и ݔ. Переходим к 
следующему шагу. 

Шаг ࢚ ൅ ૚: Пусть ݉ ൌ ݈ሺݐሻ, ݇ ൌ ݈ሺ݉ሻ, ݔ ൌ  .ሺ݉ሻ и выполняем инструкции следующих случаевݎ
Случай 1. Если ݐ наименьший номер такой, что ݈ሺݐሻ ൌ ݉, тогда ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ перечисляем в ܣ и 

ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ, ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ перечисляем в ܤ. Переходим в конец шага. 
Случай 2. Если найдется ݐᇱ ൏ ᇱሻݐтакой, что ݈ሺ ݐ ൌ ݉ и ݃௞

௧ ሺݔሻ неопределена, тогда выполняем 
инструкции одного из следующих подслучаев. 

Подслучай 2.1. Если ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ א ௞ߨ
௧ାଵሺݔሻ, тогда пусть ݃௞

௧ାଵሺݔሻ ൌ 1. Переходим в конец шага. 
Подслучай 2.2. Если ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ א ௧ܣ  ת ௞ߨ

௧ାଵሺݔሻ и ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ ב ௞ߨ
௧ାଵሺݔሻ, тогда убираем ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ 

из ܣ. Переходим в конец шага. 
Подслучай 2.3. Если подслучай 2.1. не выполняется и ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ ב ௧ܣ ׫ ௞ߨ

௧ାଵሺݔሻ и ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ א
௞ߨ

௦ሺݔሻ для ݏ ൑ тогда пусть ݃௞ ,ݐ
௧ାଵሺݔሻ ൌ 0. Переходим в конец шага. 

Подслучай 2.4. Если подслучаи 2.1-2.3 не выполняются, тогда ничего не предпринимаем и 
переходим в конец шага. 

Случай 3. Если ݃௞
௧ ሺݔሻ определена, тогда выполняем инструкции одного из следующих 

подслучаев. 
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Подслучай 3.1. Если ݃௞
௧ ሺݔሻ ൌ 1 и ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ ב ௞ߨ

௧ାଵሺݔሻ, тогда ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ перечисляем в ܣ. 
Переходим в конец шага. 

Подслучай 3.2. Если ݃௞
௧ ሺݔሻ ൌ 1 и ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ א ௞ߨ

௧ାଵሺݔሻ, тогда ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ убираем из ܣ . 
Переходим в конец шага. 

Подслучай 3.3. Если ݃௞
௧ ሺݔሻ ൌ 0 и ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ א ௞ߨ

௧ାଵሺݔሻ, тогда ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ убираем из ܤ. 
Переходим в конец шага. 

Подслучай 3.4. Если подслучаи 3.1-3.3 не выполняются, тогда ничего не предпринимаем и 
переходим в конец шага. 

Конец шага. Для всех ݉, если ݃௠ ,ݕ
௧ ሺݕሻ определена, то пусть ݃௠

௧ାଵሺݕሻ ൌ ݃௠
௧ ሺݕሻ.И для всех 

ݔ ൒ 1 пусть ߙ௧ାଵሺ0ሻ ൌ ሻݔ௧ାଵሺߙ ௧ାଵ иܣ ൌ  .௧ାଵ. Переходим к следующему шагуܤ
 

Свойства конструкции 
1. Для всех ݅ ൒ ሺ݅ሻߙ ,1 ൌ ࣭ ,ሺ1ሻ. В частностиߙ ൌ ሼߙሺ0ሻ,  .ሺ1ሻሽߙ
2. ࣭ ك Σଶ

ିଵ и ߙ является Σଶ
ିଵ-вычислимая нумерация семейства ࣭. 

3. Для каждого ݕ א ሺ0ሻߙ ׫ ݅ ሺ1ሻ, найдетсяߙ ൑ 1 и ݇, ݔ א ߱ такие, что ݕ ൌ ܽሺ݇, ,ݔ ݅ሻ. 
4. Для всех ݇, ሺ0ሻߙ множество ,ݔ ת ሼܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ, ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻሽ равняется одному из следующих 

множеств: ׎, ሼܽሺ݇, ,ݔ 0ሻሽ, ሼܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ, ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻሽ. А множество ߙሺ1ሻ ת ሼܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ, ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻሽ равняется 
одному из следующих множеств: ሼܽሺ݇, ,ݔ 1ሻሽ, ሼܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ, ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻሽ. 

5. Для всех ݇, ,ݔ если ݃௞ ,ݐ
௧ ሺݔሻ определена, тогда ݃௞

௦ሺݔሻ определена и ݃௞
௧ ሺݔሻ ൌ ݃௞

௦ሺݔሻ для всех 
ݏ ൒  .В частности, каждый ݃௞ является частично рекурсивной функцией .ݐ

Свойства 1 – 5 очевидны. 
6. Для каждого ݇, если ߨ௞ – нумерация семейства ࣭, тогда функция ݃௞ всюду определена. 
 Свойство 6 доказывается аналогично как следствие 6 из [3]. 
7. Для всех ݇, если ߨ௞ – нумерация семейства ࣭, тогда ߨ௞ሺݔሻ ൌ ݔ ሻ൯ для всехݔ൫݃௞ሺߙ א ߱. 
Доказательство. Пусть ߨ௞ – нумерация семейства ࣭, и пусть ݔ – произвольное число. По 

свойству 6 ݃௞ሺݔሻ определена и по конструкции ݃௞ሺݔሻ ൌ 0 или ݃௞ሺݔሻ ൌ 1.  
Пусть ݃௞ሺݔሻ ൌ 0 и ݐ଴ – шаг, когда она впервые определилась. Докажем, что ߨ௞ሺݔሻ ൌ  ሺ0ሻ. Отߙ

противного, пусть ߨ௞ሺݔሻ ൌ ሺ1ሻߙ ൌ  Так как .(по свойству 1 других вариантов у нас нет) ܤ
ሼܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ, ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻሽ ك ,ሻ и ܽሺ݇ݔ௧బሺߙ ,ݔ 0ሻ ב ௞ߨ

௧బሺݔሻ, то найдется шаг ݐଵ ൐ ݏ׊ ଴ такой, чтоݐ ൒  ଵݐ
(ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ א ௞ߨ

௦ሺݔሻሻ. То есть ܽሺ݇, ,ݔ 0ሻ א ,ሻ. Тогда по конструкции (по подслучаю 3.3) ܽሺ݇ݔ௞ሺߨ ,ݔ 0ሻ 
убирается из ܤ на некотором шаге ݐᇱ ൒ ,ଵ и ܽሺ݇ݐ ,ݔ 0ሻ ב ,Значит, ܽሺ݇ .ܤ ,ݔ 0ሻ א ሻݔ௞ሺߨ ך  Это .ܤ
противоречит тому, что ߨ௞ሺݔሻ ൌ ሺ1ሻߙ ൌ  .ܤ

А теперь пусть ݃௞ሺݔሻ ൌ 1 и ݐ଴ – шаг, когда она впервые определилась. Докажем, что ߨ௞ሺݔሻ ൌ
ሻݔ௞ሺߨ ሺ1ሻ. От противного, пустьߙ ൌ ሺ0ሻߙ ൌ  Мы .(по свойству 1 других вариантов у нас нет) ܣ
имеем ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ א ௞ߨ

௧బሺݔሻ и это первое колебание элемента ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ в ߨ௞ሺݔሻ. Так как ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ ב  ,ܣ
то ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ ב ௞ߨ

௧భሺݔሻ для некоторого шага ݐଵ ൐  ଴. Но в этом случае по конструкции (поݐ
подслучаю 3.1) ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ перечислится в ܣ и если ݏ׊ ൒ ,ଵ൫ܽሺ݇ݐ ,ݔ 1ሻ ב ௞ߨ

௦ሺݔሻ൯, то ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ א ܣ ך
ሻݔ௞ሺߨ ሻ. Это противоречит тому, чтоݔ௞ሺߨ ൌ ሺ0ሻߙ ൌ ,А если ܽሺ݇ .ܣ ,ݔ 1ሻ א ௞ߨ

௧మሺݔሻ для некоторого 
шага ݐଶ ൐ ,ଵ (напомним, что это уже третья последняя колебания элемента ܽሺ݇ݐ ,ݔ 1ሻ в ߨ௞), то по 
конструкции (по подслучаю 3.2) ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ убирается из ܣ. Тогда ܽሺ݇, ,ݔ 1ሻ א ሻݔ௞ሺߨ ך  Это .ܣ
противоречит тому, что ߨ௞ሺݔሻ ൌ ሺ0ሻߙ ൌ  .ܣ

8. ห࣬ଶ
ିଵሺ࣭ሻห ൌ ห࣬ଷ

ିଵሺ࣭ሻห ൌ 1 
Доказательство. Построенная нумерация ߙ является разрешимой. По 2 свойству она Σଶ

ିଵ-
вычислима. По 7 свойству все Σଷ

ିଵ-вычислимые нумерации семейства ࣭ ൌ ሼܣ,  ሽ сводятся кܤ
разрешимой Σଶ

ିଵ-нумерации этого семейства. Это значит, что полурешетка ࣬ଷ
ିଵሺ࣭ሻ одноэлементна. 

Так как полурешетка ࣬ଷ
ିଵሺ࣭ሻ одноэлементна, то ࣬ଶ

ିଵሺ࣭ሻ так же одноэлементна. Если бы 
ห࣬ଶ

ିଵሺ࣭ሻห ൐ 1, тогда ࣬ଷ
ିଵሺ࣭ሻ  была бы так же не одноэлементна, так как полурешетка ࣬ଷ

ିଵሺ࣭ሻ 
сохраняет все нумерации из ࣬ଶ

ିଵሺ࣭ሻ. 
 

Следствие 2. Существует бесконечное множество различных двухэлементных семейств, 
таких как в теореме 2. 

Следствие 2 доказывается так же, как следствие 1. 
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