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Abstract. Since there is no general method of solution for transcendental equations, this type of equations is 

quite difficult. Often transcendental equations often do not have closed-form solutions, we can only solve it 
approximately (Dichotomy method, Newton's method). In practice, solving transcendental equations we should 
extremely know the equation has a solution or not and what the number of roots it has (it’s more important than 
knowledge of exact values of roots). E.g., for polynomials this problem can be solved by using Sturm's theorem).  

In our work based on the method of parameterization we investigated what number of roots various types of 
transcendental equations have. We consider three type of equations in which the left-hand side is an exponential or 
logarithmic function and the right-hand side is a linear or quadratic function. Obtained results are presented in 
Theorems 1-3. 

 
МЕТОД ПАРАМЕТРИЗАЦИИ ПРИ РЕШЕНИИ  

ТРАНСЦЕДЕНТНЫХ УРАВНЕНИЙ 
 

Д. Майлебаева, Д. Тилегенова 
 

Республиканская физико-математическая школа, Алматы, Республика Казахстан 
 
Ключевые слова: трансцендентное уравнение, параметризация, показательная функция, 

логарифмическая функция. 
Аннотация. Трансцендентные уравнения относятся к одному из сложных типов уравнений, так как 

отсутствует общий алгоритм решения. В каждом конкретном случае используется свой приём. Зачастую 
трансцендентное уравнение удаётся решить только приближённо (метод дихотомии, метод  Ньютона 
(касательных) и др.) Для практического применения более важным является вопрос существования корней и 
их количества в зависимости от параметра, чем конкретное значение этих корней (например, для 
многочленов с этой задачей справляется метод Штурма отделения корней). 

Используя метод параметризации, мы провели анализ трёх типов трансцендентных уравнений 
(содержащих показательную или логарифмическую функции в одной части уравнения, и линейную или 
квадратичную функцию в другой) на количество корней в зависимости от параметра. Результаты 
исследования изложены в теоремах 1-3. 

В нашей работе нами показана возможность применения метода параметризации для решения  
трансцендентных уравнений. Нами исследовано несколько типов трансцендентных уравнений на количество 
корней в зависимости от параметра.  

 
Введение 
Трансцендентное уравнение – это уравнение, не являющееся алгебраическим. Обычно это 

уравнения, содержащие показательные, логарифмические, тригонометрические, обратные 
тригонометрические функции. При решении трансцендентных уравнений зачастую возникает 
трудность в том, что нет общего алгоритма решения, а, зачастую, невозможно точно найти корни 
этого уравнения. 

Существуют различные методы решения трансцендентных уравнений, которые делятся на 
прямые и итерационные. Прямые методы позволяют записать корни в виде некоторого конечного 
соотношения или в виде формулы. Итерационные методы приближенными методами.  
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Эти методы с момента создания и по сей день не теряют своей актуальности, так как 
необходимость решать трансцендентные уравнения присутствует в различных  областях знания. 
При этом и для прямых, и для итерационных методов необходимо, прежде всего,  знать количество 
корней.  

В нашей работе используется метод параметризации для решения  трансцендентных 
уравнений. Нами исследовано несколько типов трансцендентных уравнений на количество корней 
в зависимости от параметра.  

 

1.Уравнения с показательной и линейной функциями 
Пусть даны функции  ݂ሺݔሻ ൌ ݁௫, ݃ሺݔሻ ൌ െݔ. 
Рассмотрим функцию: 

ሻݔఈሺܮ ൌ ሻݔሺ݂ߙ  ሺ1 െ ሻݔሻ݃ሺߙ ൌ ௫݁ߙ  ሺߙ െ 1ሻݔ, 
где ߙ א  .параметр –ࡾ

Отметим, что эта функция определена и бесконечно дифференцируема на ࡾ, следовательно, 
непрерывна на ࡾ. Выясним, сколько корней в зависимости от ߙ имеет уравнение  
ሻݔఈሺܮ  ൌ 0.      (1.1) 

Вычислим первую и вторую производную этой функции 
ሻݔఈሺ′ܮ  ൌ ௫݁ߙ   ሺ1 െ ሻሺെ1ሻߙ ൌ 獜݁ߙ  ሺߙ െ 1ሻ, ܮఈ

′′ ሺݔሻ ൌ  ௫.   (1.2)݁ߙ
Рассмотрим различные случаи значения параметра ߙ. 
Случай 1.1 : ߙ ൏ 0. 
Отметим, что  ܮ′ఈሺݔሻ ൌ ௫݁ߙ  ሺߙ െ 1ሻ ൏0, 

следовательно, функция ܮఈሺݔሻ убывает на ሺെ∞, ∞ሻ, при этом 
lim௫՜ା∞ ఈܮ ሺݔሻ ൌ െ∞, lim௫՜ି∞ ሻݔఈሺܮ ൌ ∞. 

Функция, ܮఈሺݔሻ непрерывна, значит, уравнение ሺ1.1ሻ имеет один действительный корень. 
Случай 2: ߙ ൌ 0. 
При ߙ ൌ 0 функция ܮఈሺݔሻ имеет вид  

ሻݔఈሺܮ ൌ ሻݔሺܮ ൌ ݃ሺݔሻ ൌ െݔ. 
Уравнение ሺ1.1ሻ имеет единственный корень ݔ ൌ 0. 
Случай 3: 0 ൏ ߙ ൏ 1. 
В этом случае ܮఈ

′ ሺݔሻ ൌ 0 
при  

ݔ ൌ ݔ ൌ ln
1 െ ߙ

ߙ
ൌ ln ൬

1
ߙ

െ 1൰  0. 

Так как ܮఈ
′′ ሺݔሻ ൌ ௫బ݁ߙ ൌ 1 െ ߙ  0, то в точке ݔ ൌ  .наблюдается минимумݔ

Отметим, что ݔ – единственная точка минимума, и 

ሻݔఈሺܮ ൌ ௫బ݁ߙ  ሺߙ െ 1ሻݔ ൌ ሺ1 െ ሻߙ  ሺߙ െ 1ሻ ln ൬
1
ߙ

െ 1൰ ൌ 

ൌ ሺ1 െ ሻߙ ൬1 െ ln ൬
1
ߙ

െ 1൰൰. 
Найдём значение параметра ߙ ൌ כߙ א ሺ0,1ሻпри котором существует такая точка כݔ, что 

כఈܮ
ሺכݔሻ ൌ כఈܮ

′ ሺכݔሻ ൌ 0. 
Для этого решим систему 

ቊ
כఈܮ

ሺכݔሻ ൌ 0,
כఈܮ
′ ሺכݔሻ ൌ 0;

֞ ቊ
כ௫݁כߙ  ሺכߙ െ 1ሻכݔ ൌ 0,,

כ௫݁כߙ  ሺכߙ െ 1ሻ ൌ 0.
 

Вычтем из первого уравнения второе. Получим 
ሺכߙ െ 1ሻሺכݔ െ 1ሻ ൌ 0 

Так как כߙ א ሺ0,1ሻ, то כߙ െ 1 ് 0.  
Значит, כݔ ൌ 1.  
Тогда из первого уравнения системы имеем 

ଵ݁כߙ  ሺכߙ െ 1ሻ1 ൌ 0   ֞ ሺ݁+1)=1֞כߙ כߙ ൌ ଵ
ାଵ

א ሺ0,1ሻ. 

Значит, искомое значение כߙ ൌ ଵ
ାଵ

ൎ 0,26954178 при כݔ ൌ 1. 
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Случай 3а: 0 ൏ ߙ ൏  .כߙ
В этом случае ln ቀଵ

ఈ
െ 1ቁ  ln ቀ ଵ

ఈכ
െ 1ቁ ൌ ln ݁ ൌ 1. 

Значит в единственно точке минимума 

ሻݔఈሺܮ ൌ ሺ1 െ ሻߙ ൬1 െ ln ൬
1
ߙ

െ 1൰൰ ൏ 0. 
Отсюда с учетом непрерывности функции  ܮఈሺݔሻ и того, что 

lim
௫՜ା∞

ఈܮ ሺݔሻ ൌ lim
௫՜ି∞

ሻݔఈሺܮ ൌ ∞, 
уравнение ሺ1.1ሻ имеет два действительных корня. 

Случай 3б: ߙ ൌ  .כߙ
Рассуждая аналогично случаю 3a с учетом того, что 
ሻݔఈሺܮ ൌ 0 имеем, что уравнение ሺ1.1ሻимеет единственный действительный корень ݔ ൌ כݔ ൌ 1. 
Случай 3в: כߙ ൏ ߙ ൏ 1. 
В этом случае ܮఈሺݔሻ  0и уравнение ܮఈሺݔሻ ൌ 0 не имеет действительных корней. 
Случай 4: ߙ ൌ 1. 
При ߙ ൌ 1 функция ܮఈሺݔሻ имеет вид 

ሻݔఈሺܮ ൌ ሻݔଵሺܮ ൌ ݂ሺݔሻ ൌ ݁௫. 
Следовательно, уравнение ሺ1.1ሻ не имеет действительных корней. 
Случай 5: ߙ  1. 
В этом случае для всех  ܮ′ఈሺݔሻ ൌ ௫݁ߙ  ሺߙ െ 1ሻ  0. 
Следовательно, функция ܮఈሺݔሻ непрерывно возрастает. Исследуем поведение функции на 

бесконечности ݈݅݉௫՜ା∞ ∞ఈ(x)=+∞, ݈݅݉௫՜ିܮ  .∞-=ఈ(x)ܮ
Значит уравнение ሺ1.1ሻ имеет один действительный корень. 
Таким образом, справедлива следующая теорема: 
Теорема 1. Уравнение ݁ߙ௫  ሺ1 െ ሻݔሻሺെߙ ൌ 0 
а) при ߙ ൏ 0 имеет единственный отрицательный корень; 
б) при ߙ ൌ 0 имеет единственный корень ݔ ൌ 0; 
в) при 0 ൏ ߙ ൏ ଵ

ାଵ
 имеет два положительных корня; 

г) при ߙ ൌ ଵ
ାଵ

ൎ 0,26954178 имеет один положительный корень; 

д) при ଵ
ାଵ

൏ ߙ  1 не имеет действительных корней; 
e) при ߙ  1 имеет единственный отрицательный корень. 
 

Пример 1. Решить уравнение  2௫ ൌ ݔ3 െ 1 
Решение.  Заметим, что  ݔ ൌ ݔ  ,1 ൌ 3.  Определим, имеются ли у данного уравнения другие 

корни. Найдём  количество корней этого уравнения.  
Исходное уравнение перепишем в виде 

e௫ ୪୬ ଶ ൌ 3 ൬ݔ െ
1
3

൰. 

Сделав замену  ቀݔ െ ଵ
ଷ
ቁ ln 2 ൌ  получим ,ݑ

e୳ · √2య ൌ 3
u

ln2
. 

Отсюда  αe୳  ሺ1 െ αሻሺെuሻ ൌ 0, 

где α ൌ √ଶయ ·୪୬ଶ
√ଶయ ·୪୬ଶାଷ

ൎ 0,22547974. 
Согласно теореме 1 последнее уравнение имеет 2 положительных корня, значит, исходное 

уравнение имеет два корня ݔ ൌ 1 и  ݔ ൌ 3. 
2. Уравнения с показательной и квадратичной функциями 
Пусть даны функции 

݂ሺݔሻ ൌ ݁௫, ݃ሺݔሻ ൌ െݔଶ. 
Рассмотрев  функцию 

ሻݔఈሺܮ ൌ ሻݔሺ݂ߙ  ሺ1 െ ሻݔሻ݃ሺߙ ൌ ௫݁ߙ  ሺ1 െ  ,ଶሻݔሻሺെߙ
ߙ) א  .параметр) и проведя исследования, аналогичные как в п. 1 получим следующий результат –ࡾ
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Теорема 2. Уравнение ݁ߙ௫  ሺ1 െ ଶሻݔሻሺെߙ ൌ 0 
а) при ߙ ൏ 0 не имеет действительных корней; 
б) при ߙ ൌ 0 имеет единственный корень xൌ 0; 
в) при 0 ൏ ߙ ൏ ସ

ସାమ имеет три действительных корня (один отрицательный и два 
положительных); 

г) при ߙ ൌ ସ
ସାమ ൎ 0,351214имеет два действительных корня (один отрицательный и один 

положительный ݔ ൌ 2); 
д) при ସ

ସାమ ൏ ߙ ൏ 1 имеет единственный отрицательный корень; 
e) при ߙ  1 не имеет действительных корней. 
 
Пример 2. Решить уравнение 5୶ ൌ ሺx  3ሻଶ 
Решение.  Нетрудно заметить, что ݔ ൌ 2 – корень данного уравнения.  Найдем количество 

корней. Сделав замену, ݑ ൌ ln 5 ሺݔ  3ሻ, после несложных преобразований получим  
б݁௨  ሺ1 െ бሻሺെݑଶሻ ൌ 0. 

Здесь ߙ ൌ ୪୬మ ହ
ହయା୪୬మ ହ

ൎ 0,02030162629. По теореме 2 последнее уравнение имеет три 
действительных корня (один отрицательный и два положительных). 

Таким образом, исходное уравнение имеет три действительных корня (один меньше െ3, два 
других – больше െ3). Одним из корней является ݔ ൌ 2, другие корни 
ݔ ൎ െ3.08362196540148, ݔ ൎ െ2.90332082996586 находятся с помощью приближенных 
методов. 

3. Уравнения с логарифмической  и линейной функциями 
Рассмотрим уравнение ln ݔ ൌ ݔ݇  ܾ. 
Это уравнение равносильно системе 

൜ݔ ൌ ݁௫ା ൌ ݁௫ · ݁,
ݔ  0.

 

Сделаем замену ܿ ൌ ݁, ݇ݔ ൌ ݐ  0. Получим 

൞

ݐ
݇

ൌ ܿ݁௧

ݐ
݇

 0
  ֞   ൞

ܿ݁௧ 
1
݇

ሺെݐሻ ൌ 0
ݐ
݇

 0
 . 

Рассмотрим случай, когда   ܿ݇  1 ൌ 0.  Тогда 

݇ ൌ െ
1
ܿ

ൌ െ
1

݁, 

и система примет вид ቐ
с݁௧  ଵ


ሺെݐሻ ൌ 0

௧


 0
  ֞  ቊ

݁௧  ݐ ൌ 0
௧


 0  

 
Уравнение ݁௧  ݐ ൌ 0 имеет единственный отрицательный корень, значит, при ݇  0 

уравнение 
ln ݔ ൌ ݔ݇  ܾ. 

не имеет корней, а при  ݇ ൏ 0  имеет единственный положительный корень. 
Рассмотрим случай, когда   ܿ݇  1 ് 0. Тогда система примет вид 

൞

ܿ݇
ܿ݇  1

݁௧ 
1

ܿ݇  1
ሺെݐሻ ൌ 0

ݐ
݇

 0
 

 
При ߙ ൌ 

ାଵ
 сводится к уравнению 

б݁௧  ሺ1 െ бሻሺെݐሻ ൌ 0. 
Используя результаты  Теоремы 1, получим   
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Теорема 3. Уравнение вида 
ln ݔ ൌ ݔ݇  ܾ 

а) при    0 имеет единственный корень; 
б)  при  0 ൏  ൏ ଵ


,   имеет два положительных корня; 

в) при  ൌ ଵ

, имеет один положительный корень; 

г) при   ଵ

 не имеет действительных корней. 

Здесь  ൌ ݇݁. 
Пример 3. Решить уравнение logଶ ݔ ൌ ݔ െ 5 
Решение. Методом подбора находим один из корней уравнения ݔ ൌ 8. Далее необходимо 

найти количество корней. 
Исходное уравнение перепишем в виде 

ln ݔ ൌ ݔ ln 2 െ 5 ln 2. 
Обозначив ݇ ൌ ln 2,      ܾ ൌ െ5 ln 2, вычислим  

 ൌ ݇݁ ൌ ln 2 ·
1

2ହ ൎ 0,021. 

Таким образом 0 ൏  ൏ ଵ

 ,  значит, уравнение имеет два положительных корня. Один из 

корней ݔ ൌ 8 мы нашли, другой ݔ ൎ 0.0319497793814306 вычисляется приближённо. 
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ТРАНСЦЕНДЕНТТІК ТЕҢДЕУДІ ШЕШУДЕГІ ПАРАМЕТРЛЕУ ƏДІСІ 
 

Д. Майлебаева, Д. Тилегенова 
 

Республикалық физика-математика мектебі, Алматы, Қазақстан Республикасы 
 
Түйін сөздер: трансценденттік теңдеу, параметрлеу, көрсеткіштік функция, логарифмдік функция. 
Аннотация. Шешу жолының жалпы алгоритмі болмауы себебінен трансценденттік теңдеулер күрделі теңдеулер 

түріне жатады. Əрбір дербес жағдайда сəйкесінше əдістер қолданылады. Көп жағдайда трансценденттік теңдеуді тек 
жуықтап шеше аламыз (дихотомия əдісі, Ньютон (жанамалар) əдісі жəне т.б.). Түбірлердің нақты мəндерінен бұрын 
практикалық қолданыстарда түбірінің бар немесе жоқ екені жəне олардың санының параметрге байланыстылығы 
маңыздырақ (мысалы, көпмүшеліктерге қатысты бұл сұрақты түбірлерді бөлу Штурм əдісі шешеді). 

Параметрлеу əдісін пайдалана отырып біз трансценденттік теңдеулердің  түбірлерін үш түрінің (бір жағында 
логарифмдік немесе көрсеткіштік, ал екінші жағында сызықтық немесе квадраттық функция) түбірлерінің параметрге 
байланыстылығын зерттедік. Зерттеудің қорытындысы 1-3 теоремаларда көрсетілген. 
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