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SOLUTION OF A SINGULARLY PERTURBED CAUCHY PROBLEM,  

FOR AN ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATION OF THE SECOND ORDER 
WITH CONSTANT COEFFICIENTS, BY THE OPERATOR METHOD 

 
Abstract. In this paper we obtain a spectral decomposition of the solution of the Cauchy problem in a space 

with an indefinite metric, and with the help of this expansion we deduce the boundary layer expansion of the 
solution of the singularly perturbed Cauchy problem, for an ordinary second-order differential equation 

Key words: completely continuous operator, selfadjoint operator, Gilbert-Schmidt theorem, Volterian 
operators, indefinite metric, Schmidt decomposition, completeness, orthonormal basis. 

 

''(x) y'(x) by(x) f(x)L y y a     , ,a b  - const , (0) 0, y'(0) 0y   ;
2 2 2(x) (0,1), y(x) (0,1) [0,1].f L C C  

 
 

УДК 517.94 
 

Г.А. Бесбаев,1 А.Ш. Шалданбаев,1 М.И. Ақылбаев2 

 
1Оңтүстік Қазақстан мемлекеттік университеті, Шымкент қ-сы; 

2Қазақстанның инженерлі-педагогикалық халықтар достығы университеті, Шымкент қ-сы 

 
КОЭФФИЦИЕНТТЕРІ ТҰРАҚТЫ ЕКІНШІ РЕТТІ КƏДІМГІ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУДІҢ СИНГУЛЯР ƏСЕРЛЕНГЕН 
КОШИЛІК ЕСЕБІН ШЕШУДІҢ ОПЕРАТОРЛЫҚ ƏДІСІ ТУРАЛЫ 

 
1. Кіріспе. 

Гилберттің 2 (0,1)L  кеңістігінде Кошидің, мынадай,  

''(x) y'(x) by(x) f(x)L y y a     (1) 

(0) 0, y'(0) 0y   (2) 

есебін қарастырайық, мұндағы 0   -азшама, ,a b  - const  , 2 2 2(x) (0,1), y(x) (0,1) [0,1].f L C C    

Мына, 0   сəтте ,жоғарыдағы (1)- (2) теңдіктерінен əсерленбеген, мынадай  

0 '(x) bz(x) f(x)L z az   (1)’ 

(0) 0z  (2)’ 

есепке келеміз.Мына,  
lim (x, ) z(x)

0

y 




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теңдік қай кезде орындалады деген сұрақ туындайды, яғни бұл теңдік орындалуы үшін (x)f  функциясы 

мен ,a b - коэффициенттері қандай болуы керек?Бұл есепті шешудің көптеген əдістері бар [1-9],өкінішке 

орай,бұл əдістердің көпшілігі жартылай эмпиристік əдістер қатарына жатады,себебі, есептің қалдық мүшесі, 
оның коэффициенттері арқылы бағаланбаған.Біз бұл есепті спектрəлдік əдіспен [10-17] шешіп, əлгі 
олқылықты толтырмақпыз. 

2. Зерттеу əдістері 
Жоғарыдағы (1)- (2)-есебіне, мынадай,  

''(x) '(x) by(x)L y y ay     , 

 2 1(L ) (x) (0,1) [0,1]; y(0) 0, y'(0) 0D y C C       

сызықтық оператор сəйкес келеді. 

Лемма 1. Егер (x) u(1 x)Su    болса, онда SL  операторы 2 (0,1)L  -кеңістігінде симметриялы. 

Дəлелі. Айталық, (x), v(x) D(L )u   болсын, онда  

 
1

0

(SL u, v) (L u, ) '' '(x) bu(x) (1 x)dxSv u au v         

1 1 1

0 0 0

(1 x) du' a (1 x) du (x) v(1 x) dxv v bu          

1 1 1

0 0 0

(1 x) u'(x) (1 x) u(x) '(1 x) u'(x) dxv av v           

1 1

0 0

'(1 x) u(x) dx (1 x) u(x)dxa v bv       

1 1 1

0 0 0

'(1 x) u(x) ''(1 x) u(x)dx a '(1 x) u(x) dxv v v         

 
1 1

0 0

(1 x) u(x)dx (x) ''(1 x) av'(1 x) bv(1 x) (u,SL v)bv u v dx           . 

Салдар1. SL қабынатын оператор. 

Лемма 2. L -операторының сыңарласы, келесі,  

 2 1''(x) v'(x) (x), D( ) (x) (0,1) [0,1];z(1) 0, z'(1) 0L v v a bv L v C C         
 

оператор болады. 

Дəлелі. (x) D(L )u   жəне v(x) D(L )
 болсын делік, сонда,  

 
1 1 1 1

0 0 0 0

, ( u'' au'(x) bx) (x)dx (x)du'(x) a (x)du b (x) v(x)dxL u v v v v u             

1 1 1 1

0 0 0 0

(x) u'(x) '(x) u'(x)dx av(x) u(x) ''(x) u(x)dxv v a v          

1 1 1 1

0 0 0 0

(x) v(x)dx '(x)du(x) a '(x) u(x)dx b (x) v(x)dxb u v v u       

 
1 1 1 1

0 0 0 0

' (x) ''(x) u(x)dx a '(x) u(x)dx (x) v(x)dxv x u v v b u           
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 
1

0

(x) ''(x) av'(x) bv(x) (u, L v)u v       . 

Салдар 2. L  -қабынатын оператор, себебі *L L 
   жəне L

  -тығыз анықталған. 

Лемма 3. (Алғы бағалар туралы) 

Егер 0a   , 0b   болса, онда, келесі, 
1

, 2y L y L yy    

алғы бағалар орынды. 

Дəлелі. О баста,  (x) Dy L  делік, онда  

2
''(x) ay'(x) by(x), ( , ') (y'', y') a ' (y, y'),L y y L y y y b         

1 12 2

0 0

(y') (x) ' (1)
(y'', y') ' ' 0;

2 2

y
y dy      

 
1 12 2

2

0 0

y (x) (1)
(y, y') ' 0; ' (L y, y') L y, y' L y ' , ' L y

2 2

y
yy dx a y y a y               

 

Егер (0) 0y   болса, онда ' .y y  Шынында-да,  

1
1 2
2

2 2

0 0 0 0

(x) '(t) dt, (y(x)) '(t)dt 1 ' (t)
x x x x

y y y dt y dt
   

        
   

     

1
1 2

22

0

' (t) dt ' , ' .
x

x y y y y
 

    
 
  

Демек, 'y y L y   жəне 
2 2

1
' 2 .y y y L y L y L y        

Егер ( )y D L  болса, онда, мынадай, ,L Lny y y y    болатын     , 1,2...ny D L n   

тізбегі табылады. Онда n   сəтінде ,мынадай, , ' 'n ny y y y  ,жəне nL y L y   болады, 

сондықтан кезкелген  y D L   үшін, келесі, 

1
' , 2y y L y y L y     

теңсіздіктер орынды. 

Егер 0L y   болса, онда 0y  , сондықтан кері 1( )L
  операторы бар жəне ол əсіре үзіксіз 

(Реллихтың теоремасы бойынша).  

SL   операторы симметриялы болғандықтан, оның қабындысы SL S L  операторы-да симмет-

риялы, жəне L  қайтымды, онда S L операторы-да, сондай, демек SL жалқы оператор. Онда   1
SL


 

операторы-да жалқы, жəне əсіре үзіксіз, демек, Гилберт-Шмидтің теоремасы бойынша, келесі, 

      
1 1 1

0 1 0 0
1 1 1

(f, )
(x) (x) (f ) (x) (x) (x) (x),n

n n n n n
n n n n

SL f SL f SL  
       


    

  

          

таралым орынды, мұндағы   1

0 (x) erK SL


 , яғни   1

0 00, (x) 0.SL  


    Демек,  

  1

1

(f, )
(x).n

n
n n

SL f
 






  



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 4. 2017 
 

 
233 

Егер (f, ) 0, n 1, 2,...n    болса,онда , мұнан, 0f   , демек,  (x) , 1,2,...n n   толық система. 

Теорема 1. Егер 0, 0a b   болса, онда  

1) Кері   1
SL


операторы бар, жəне ол əсіре үзіксіз жалқы оператор. 

2)   1
SL


-операторының нормаланған меншікті векторлары L2 (0,1) кеңістігінде ортонормаланған 

базис құрайды. 
 

Егер L y f 
 
болса, онда

  

  1

1

(Sf, )
(x) (x), y(x, , f) (x) (x).n

n
n n

SL y Sf SL y Sf SL Sf 
 







        

Теорема 2. Егер 0, 0a b   болса, онда Кошидің, жоғарыдағы (1)- (2) есебі ,əлді шешіледі жəне бұл 

əлді шешім, мынадай,  

1

(Sf, )
y(x, , f) (x)n

n
n n

 






 
 
болады, сонымен бірге кезкелген 0 

 
үшін

 

2
2 (0,1)y W

 
болады. 

 
3. Зерттеу нəтиежелері  

Егер –де   1 1
(x) (x), 1, 2,...,n n

n

SL n  



 

 
болса, онда

 
(x)n n nSL   . Енді  (x) Dn L 

екенін ескерсек, онда
 

2
2(x) (0,1)n W  , сондықтан, 

 
 (x) '' '(x) b (x) (x),n n n n n n nSL SL S a            

 
''(x) a '(x) b (x) (x),n n n n nS      

 (3) 

(0) 0, '(0) 0.n n  
 

Ұйғарым. Меншікті
 

(x)n (n 1, 2,...)
 
функциялары шексіз рет дифференциалданады, бұл қасиет

 
,a b

 
коэффициенттерінің тұрақтылығының салдары.

 
Енді

 
 , , 1,2,...,nSf n  Фуренің коэффициенттерін есептейік. В-операторы мынадай,

 
(x) az'(x) bz(x),Bz  

 
(0) 0z 

 
болсын делік. Мына,

 
(x) D(B)n  жайды ескеріп, (3) формуланы, былай,

  
''(x) (x) (x)n n n nB S     жазайық, мұнан,

 
1 1 1 1''(x) (x) , n 1, 2,..., (x) ''(x);n n n n n n n nB B S B S B                 

 
       1 1 1 1, '' , , ''n n n n n n nSf Sf B S B Sf B S Sf B               

 

     1 1, , ''n n nB Sf S B Sf   
   

 

       1 1 1 1, , '' , , '' ;n n n n n nSB f S SB f B f SB f             
 

   
1 1 1

1 1 1 1

0 0 0

, '' '(x) '(x) ' '(x)dxn n n nSB f SB fd SB f SB f              

   
1

1 1

0

' (x) '' (x)n nSB f SB f      



Известия Национальной академии наук Республики Казахстан  
  

   
234  

        
1 1

''1 1 1 1

'
0 0

' (x) '' (x) '(0) (1) ;n n n nS B f SB f dx B f SB f            

        ''1 1 1

'
, , '(0) (1) ,n n n n nSf B f B f SB f            

 

                        

 
2

1 1 1
2

1

(1)
(x, , f) (x) '(0) (x) , , .n

n
n n

d
y B f B f y x B f

dx

   



  



 
    

 


                      
(4) 

Енді оң жақтағы қатардың қосындысын табайық. Айталық, (x)
 
- функциясы, келесі

, 

                                                                    '' '(x) b (x) 0,a                                                                    (5)
 

(0) 0, '(0) 1  
 

Коши есебінің шешімі болсын, сонда
 

(B)D 
 
болары айдан анық, сондықтан жоғарыдағы (5)

 
теңдеуді,

 
былай, '' 0, '' 0,B S SB         жазуға болады.

  
Сонда,  

     1 1 1 1(SB , ) , '' SB , SB , ''n n n n n n nSB B S B B S B S                     

         1 1 1 1S SB , SB , '' SS B , S B , ''n n n n n nB B B B           
          

   , , '' .n n nS        

       
1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0

, '' ' '(x) ' (x) (1 x) '(x) ' (x) '' (x)n n n n n n nS S d S S d S S dx                           

   
1 1 1 1

0 0 0 0

'(x) (x) '' (x) '(1 x) (x) '' (x)n n n nS S dx S dx                   

 
1 1

0 0

'' 0, 1
(x) '' (x) (x) (x)

'' 0n n n n

B
S dx SB dx

S SB

 
     

   
 

       
    

         , (x)
(x) ; , , (x) , , , , (x)n n

n n n n n n n
n

SB
SB SB

             
 

          

 
1 1

(x)
, (x) (x).n

n n n
n n n

   


 

 

  
(6)

 

 
Соңғы табылған (6) формуланы жоғарыдағы (4) формулаға апарып қойсақ бізге керекті, мына,  

 
2

1 1 1
2

(x, , f) (x) '(0) (x) y(x, , )
d

y B f B f B f
dx

       
 

 формула шығады.  

Əрі қарай, математикалық индукцияны қолдануымызға болады. 
1

1 1

0

( , , ) [ ( ) ( ( )) '(0)* ( )] ( , , ).( 1) ( 1)
n k nk nk k n

k

y x f f x f x x y x fB D B D D   


 



     

 
Алынған нəтиежені тұжырымдап қоялық. 

Теорема 3. Егер ܽ ൐ 0, ܾ ൒ ߝ	,0 ൐ 0, f(x)ϵܥ௡ሾ0,1ሿболса, онда Кошидің,келесі, 

ݕఌܮ ൌ ሻݔሺ′′ݕߝ ൅ ሻݔሺ′ݕܽ ൅ ሻݔሺݕܾ ൌ ݂ሺݔሻ, ݔ ∈ ሾ0,1ሿ	ሺ2.7.1ሻ 

ሺ0ሻݕ ൌ 0, ሺ0ሻ′ݕ ൌ 0 (2.7.2) 
есебінің шешімі,мынадай, 
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1
1 1

0

( , , ) [ ( ) ( ( )) '(0)* ( )] ( , , )( 1) ( 1)
n k nk nk k n

k

y x f f x f x x y x fB D B D D   


 



     

болады,мұндағы,  

ID 0 ,
2

1

2( ) (Df x f xd B
dx

 ), 

1

0

( )
( ) .

x

t

b
d

x af t
B f x e dt

a





   

( )x =
௘ೖమೣି௘ೖభೣ

௞మି௞భ
,݇ଵ,ଶ=

ି௔േ √௔మିସఌ௕

ଶఌ
; 

ห|yሺx, ,ߝ ௡݂ሻ|หܦ ൑
ห|஽೙௙|ห

௔√ଶ
. 

 
4.Талқысы 
Мысал. 
ሻݔሺ′ݕߝ                                                      ൅ ሻݔሺݕܽ ൌ 1. ݔ ∈ ሺ0, 1ሿ; 																																																																	ሺ7ሻ 
  

ሺ0ሻݕ ൌ 0 
Бұл есептің шешімі  

,ݔሺݕ                                                          ሻߝ ൌ ଵି௘ష
ೌ
ഄೣ

௔
,			мұнан	ሺ8ሻ 

                                           

                                                       	limఌ→଴ ,ݔሺݕ ሻߝ ൌ ቊ
0, ݔ ൌ 0	болған	сəтте	;
ଵ

௔
, ݔ ് 0	болған	сəтте	. 																																																						ሺ9ሻ 

 
Жоғарыдағы (8) функцияның үзіксіз екені айдан анық, бірақ оның шегі (9) үзікті функция, демек 

жинақталу бірқалыпты емес. Теңдеудің оң жағы ݂ሺݔሻ ൌ 1 өте біртегіс əдемі функция, солай бола тұра, ол 
бірқалыпты жинақталуды қамтамассыз ете алмады, демек, бірқалыпты жинақталуды қаматамассыз ету үшін 
теңдеудің оң жағына біртегістіктен басқа қосымша шарттар қою керек сыйақты. 

 Жоғарыдағы (0.1)-(7) есептің шешімі, мынадай 

,ݔሺݕ																	                                                  ሻߝ ൌ 1
ߝ ׬ ݂ሺݐሻ݁െ

ܽ
ݔݐሻ݀ݐെݔሺߝ

0 																																																									ሺ10ሻ 

болары айдан анық, егер ݂ሺݔሻ ∈   ሾ0,1ሿ, яғни ол ሾ0,1ሿ кесіндісі бойында үзіксіз болса, ондаܥ

,ݔሺݕ ሻߝ ൌ
1
ߝ
න ሾ݂ሺݐሻ െ ݂ሺ0ሻሿ݁ି

௔
ఌሺ௫ି௧ሻ݀ݐ

௫

଴
൅
݂ሺ0ሻ

ߝ
න ݁ି

௔
ఌሺ௫ି௧ሻ݀ݐ

௫

଴
, 

න ݁ି
௔
ఌሺ௫ି௧ሻ݀ݐ

௫

଴
ൌ ቚݔ െ ݐ ൌ ݏ

െ݀ݐ ൌ ݏ݀
ቚ ൌ න ݁ି

௔
ఌ௦݀ݏ

௫

଴
ൌ 

ൌ ݁ି
௔
ఌ௦ ቀെ

ߝ
ܽ
ቁ /଴

௫ൌ
ߝ
ܽ
ቀ1 െ ݁ି

௔
ఌ௫ቁ ,мұнан 

,ݔሺݕ ሻߝ െ
݂ሺ0ሻ

ܽ
ቀ1 െ ݁ି

௔
ఌ௫ቁ ൌ

1
ߝ
න ሾ݂ሺݐሻ െ ݂ሺ0ሻሿ
௫

଴
݁ି

௔
ఌሺ௫ି௧ሻ݀ݐ; 

Соңғы интегралды, былай,  

ቤන ሾ݂ሺݐሻ െ ݂ሺ0ሻሿ
௫

଴
݁ି

௔
ఌ௧݀ݐቤ ൑ max

଴ஸ௧ஸఌ
|݂ሺݐሻ െ ݂ሺ0ሻ| ൅ න |݂ሺݔሻ െ ݂ሺ0ሻ|݁ି

௔
ఌ௧݀ݐ

௫

ఌ
൑ 

൑ maxതതതതതത
଴ஸ௧ஸఌ

|݂ሺݐሻ െ ݂ሺ0ሻ| ൅ 2 max
଴ஸ௧ஸଵ

|݂ሺݐሻ| ൈන ݁ି
௔
ఌ݀ݐ

௫

଴
൑ 

൑ max
଴ஸ௧ஸఌ

|݂ሺݐሻ െ ݂ሺ0ሻ| ൅2‖݂‖௖ ൈ
ቀ1 െ ݁ି

௔
ఌ௫ቁ ߝ

ܽ
 

бағалауға болады, бірақ бұл баға бөліміндегі ߝ െға төтеп бре алмайды. Мұнан шығар қорытынды есеп 
қарапайым болып көрінгенмен, қалпақпен ұрып алар, есептер қатарына жатпайды. 
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Егерде теңдеудің оң жағына қосымша шарт жүктесек, яғни ݂ሺݔሻ ∈ ଶܹ
ଵሾ0,1ሿ болса, онда  

ብݕሺݔ, ሻߝ െ
݂ሺݔሻ

ܽ
ብ ൑

ߝ√

ܽ√2ܽ
ൣ݂|0| ൅ ฮ݂ ′ฮ൧ 

боларын көруге болады 

 Егерде (10) формулада алмастыру жасасақ ол, мына,  

,ݔሺݕ ሻߝ ൌ
1
ߝ
න ݂ሺݔ െ ሻ݁ିݐ

௔
ఌ௧݀ݐ

௫

଴
 

түрге келеді. Енді оң жақтағы интегралды, ݂ሺݔሻ ∈ ଶܹ
௡ሾ0,1ሿ, сəтінде бөліктеп интегралдасақ, онда 

мынадай,  

න ݂ሺݔ െ ሻݐ
௫

଴
݁ି

௔
ఌ௧݀ݐ ൌ ⋯ ൌ ݁ି

௔
ఌ௫෍ሺെ1ሻ௞݂ሺ௞ିଵሻሺ0ሻ ቀ

ߝ
ܽ
ቁ
௞

௡

௞ୀଵ

െ 

െ෍݂ሺ௞ିଵሻሺݔሻሺെ1ሻ௞ ቀ
ߝ
ܽ
ቁ
௞

௡

௞ୀଵ

൅ ሺെ1ሻ௡ ቀ
ߝ
ܽ
ቁ
௡
න ݂ሺ௡ሻ
௫

଴
ሺݔ െ ሻ݁ିݐ

௔
ఌ௧݀ݐ ൌ 

ൌ ቚݐ ൌ
ݔ
ߝ
ቚ ൌ ෍ቈ

ሺെ1ሻ௞݂ሺ௞ିଵሻሺ0ሻ݁ି௔௧

ܽ௞
െ
ሺെ1ሻ௞݂ሺ௞ିଵሻሺݔሻ

ܽ௞
቉

௡

௞ୀଵ

௞ߝ ൅ 

൅ሺെ1ሻ௡ ቀ
ߝ
ܽ
ቁ
௡
න ݂ሺ௡ሻሺݔ െ ሻ݁ିݐ

௔
ఌ௧

௫

଴
,ݐ݀ ൌ 

ൌ෍ሾݎ௞ሺݐሻ ൅ ௞ܲሺݔሻሿ
∞

௞ୀଵ

௞ߝ ൅ ሺെ1ሻ௡ ቀ
ߝ
ܽ
ቁ
௡
න ݂ሺ௡ሻ
௫

଴
ሺݔ െ ሻ݁ିݐ

௔
ఌ௧݀ݐ; 

ብන ݂ሺ௡ሻሺݔ െ ሻ݁ିݐ
௔
ఌ௧

௫

௔
ብݐ݀ ൑ ฮ݂ሺ௡ሻሺݔ െ ሻฮݐ ቆන ݁ି

ଶ௔
ఌ ௧݀ݐ

ଵ

଴
ቇ

ଵ
ଶ
൑ 

൑ ฮ݂ሺ௡ሻሺݔሻฮ ൤൬
ߝ

െ2ܽ
݁ି

ଶ௔
ఌ ௧൰ /଴

ଵ൨

ଵ
ଶ
൑ ฮ݂ሺ௡ሻሺݔሻฮ ൈ ቀ

ߝ
2ܽ
ቁ
ଵ
ଶ
,→ 

ብන ݂ሺ௡ሻሺݔ െ ሻ݁ିݐ
௔
ఌ௧݀ݐ

௫

଴
ብ ൑ ฮ݂ሺ௡ሻሺݔሻฮ ቀ

ߝ
2ܽ
ቁ
ଵ
ଶ
. 

Біз жоғарыда есепті қарабайыр əдістердің бірі арқылы шығаруға əрекет жасадық, бірақ мұнымыз іске 
аспады. 

Егер ݕߝ′ሺݔሻ ൅ ሻݔሺݕܽ ൌ ݂ሺݔሻ, ሺ0ሻݕ ൌ 0; ܽ െ   болса, ондаݐ݊ݏ݋ܿ
ߝ
ܽ
ሻݔሺݕ ൅ න ݐሻ݀ݐሺݕ

௫

଴
ൌ
1
ܽ
න ݂ሺݐሻ݀ݐ
௫

଴
. 

Енді ߣ ൌ
ఌ

௔
, ሻݐሺܨ ൌ

ଵ

௔
׬ ݂ሺݐሻ݀ݐ
௫
଴ , ሻݔሺݕܬ ൌ ׬ ݐሻ݀ݐሺݕ

௫
଴ болсын, десек, онда 

ሺܫߣ ൅ ሻݔሺݕሻܬ ൌ ,ሻݐሺܨ ሻݔሺݕ ൌ ఒܴܨሺݐሻ ൌ ሺܬ ൅ ሻݐሺܨሻିଵܫߣ ൌ 

ൌ
1
ܽ
ሺܬ ൅ ሻݐሺ݂ܬሻିଵܫߣ ൌ

1
ܽ
ቀܬ ൅

ߝ
ܽ
ቁܫ

ିଵ
 .ሻݔሺ݂ܬ

ܬ െинтегралдау операторы əсіре үзіксіз операторлар қатарына жатады сондықтан, оның резольвентасы 
ఒܴ ൌ ሺܬ ൅ ߣ ሻିଵоператоры да əсіре үзіксіз, ал оның өзіܫߣ ൌ 0 нүктесінен басқа барлық нүктелерде 

аналитикалық оператор функция, ал ߣ ൌ 0 нүктесі елеулі (существенная) ерекше нүкте. Сондықтан, жалпы, 
алғанда,  

lim
ఒவ଴

,ݔሺݕ ሻߣ ൌ lim
ఒவ଴

ሺܬ ൅ ሻିଵܫߣ  ሻݐሺܨ

 
шегі жоқ ,сондықтан, тақырыпты тамам деуге болар еді. Бірақ ߣ белгілі бір қыйсықтың бойымен,немесе, 
нүктелермен ұмтылғанда ондай шек бар болып ,жəне ол керек болып тұр. Бұл тақырыптың өміршеңділігі 
мен өзектілігі осында болса керек. Келесі бөлімде біз қолданыста жүрген əдістерге талдау жасаймыз.  
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5.Қорытынды 
Əдісімізді С.А. Ломовтың тұрландыру əдісімен салыстырайық,есептеулерді жеңілдету үшін, қарапайым 

жағдайды қарастыралық. 
ܪ ൌ ଶሺ0,1ሻܮ െкеңістігінде Кошидің, мынадай, 
ݕఌܮ																																																																		  ൌ ሻݔሺ′ݕߝ ൅ ܽሺݔሻݕሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ																																																										ሺ11ሻ 

ሺ0ሻݕ																																																																									   ൌ 0																																																																																	ሺ12ሻ 

сингуляр əсерленген есебін қарастыралық, мұндағы ߝ → 0 െкезкелген параметр, ал ܽሺݔሻпен ݂ሺݔሻмейлінше 
біртегіс функциялар. 

 Екі ݔ жəне ߬ айнымалыларына тəуелді ݑሺݔ, ߬, ߬ ,ሻ функциясыߝ ൌ
ଵ

ఌ
׬ ܽሺߦሻ݀ߦ
௫
଴  болған сəтте, (11)-(12) 

есептің шешімі болсын деп жорыйық, яғни 
,ݔሺݕ ሻߝ ൌ ,ݔሺݑ ߬, /ሻߝ

ఛୀଵఌ ׬ ௔ሺకሻௗక
ೣ
బ

. 

Осы формуланы ݔ бойынша дифференциалдайық: 

′ݕ ൌ
ݑ߲
ݔ߲

൅
ݑ߲
߲߬

ൈ
߲߬
ݔ߲

ൌ
ݑ߲
ݔ߲

൅
ܽሺݔሻ

ߝ
ൈ
ݑ߲
߲߬
. 

Осы формуланы (11) теңдеуге апарып қояйық, 

൤ߝ
ݑ߲
ݔ߲

൅ ܽሺݔሻ
ݑ߲
߲߬

൅ ܽሺݔሻݑሺݔ, ߬, ሻ൨ߝ
ఛୀ

ଵ
ఌ ׬ ௔ሺకሻௗక

ೣ
బ

ൌ ݂ሺݔሻ 

Сондай-ақ, ݔ ൌ 0 болған сəтте, (12)-формуладан 
,ሺ0ݕ ሻߝ ൌ ,ሺ0,0ݑ ሻߝ ൌ 0 

 Əрі қарай, ߬ െды екінші айнымалысы деп сонан, келесі, 

                                                     ቊ
ߝ
డ௨

డ௫
൅ ܽሺݔሻ

డ௨

డఛ
൅ ܽሺݔሻݑሺݔ, ߬, ሻߝ ൌ ݂ሺݔሻ																																																									ሺ13ሻ

,ሺ0,0ݑ																											 ሻߝ ൌ 0																																																																														ሺ14ሻ
 

есепті қарастырайық. 
Бұл есептің бірмəнді шешілуі үшін (14) шарттың жетіспейтіні айдан анық, себебі теңдеу екі айнымалыға 

тəуелді дербес туындысы, ал бастапқы шарт тек бір ғана (0,0) нүктесінде берілген. Солай болса-да біз бұл 
есептің шешімін, мына,  

,ݔሺݑ																																																																		 ߬, ሻߝ ൌ ෍ߝ௞ݑ௞ሺݔ, ߬ሻ ൅ ,ݔ௡ܴ௡ሺߝ ߬, ሻߝ
௡ିଵ

௞ୀ଴

																																																									ሺ15ሻ 

түрде іздейміз. Осы өрнекті жоғарыдағы (13) теңдеуге апарып қойып, төмендегі формулаларды аламыз. 

ߝ ൥෍ߝ௞
௞ݑ߲
ݔ߲

൅ ௡ߝ
߲ܴ௡
ݔ߲

௡ିଵ

௞ୀ଴

൩ ൅ ܽሺݔሻ ൥෍ߝ௞
௞ݑ߲
߲߬

൅ ௡ߝ
߲ܴ௡
߲߬

௡ିଵ

௞ୀ଴

൩ ൅ 

൅ܽሺݔሻ ൥෍ߝ௞ݑ௞ሺݔ, ߬ሻ ൅ ,ݔ௡ܴ௡ሺߝ ߬, ሻߝ
௡ିଵ

௞ୀ଴

൩ ൌ ݂ሺݔሻ, 

෍ߝ௞ାଵ
௞ݑ߲
ݔ߲

൅෍ߝ௞ܽሺݔሻ
௞ݑ߲
߲߬

൅෍ܽሺݔሻݑ௞ሺݔ, ߬ሻߝ௞ ൅

௡ିଵ

௞ୀ଴

௡ିଵ

௞ୀ଴

௡ିଵ

௞ୀ଴

 

൅ߝ௡ାଵ
߲ܴ௡
ݔ߲

൅ ሻݔ௡ܽሺߝ
߲ܴ௡
߲߬

൅ ,ݔሻܴ௡ሺݔ௡ܽሺߝ ߬, ሻߝ ൌ ݂ሺݔሻ; 

෍ߝ௞
௞ିଵݑ߲
ݔ߲

௡

௞ୀଵ

൅෍ߝ௞ܽሺݔሻ
௞ݑ߲
߲߬

௡ିଵ

௞ୀ଴

൅෍ܽሺݔሻݑ௞ሺݔ, ߬ሻߝ௞ ൅

௡ିଵ

௞ୀ଴

 

൅ߝ௡ାଵ
߲ܴ௡
ݔ߲

൅ ሻݔ௡ܽሺߝ
߲ܴ௡
߲߬

൅ ,ݔሻܴ௡ሺݔ௡ܽሺߝ ߬, ሻߝ ൌ ݂ሺݔሻ. 

෍ߝ௞ ൤
௞ିଵݑ߲
ݔ߲

൅ ܽሺݔሻ
௞ݑ߲
߲߬

൅ ܽሺݔሻݑ௞ሺݔ, ߬ሻ൨

௡ିଵ

௞ୀଵ

൅ ܽሺݔሻ
଴ݑ߲
߲߬

൅ ܽሺݔሻݑ଴ሺݔ, ߬ሻ ൅ 

൅ߝ௡ ൤ߝ
௡ܭ߲
ݔ߲

൅ ܽሺݔሻ
߲ܴ௡
߲߬

൅ ܽሺݔሻܴ௡ሺݔ, ߬, ሻߝ ൅
௡ିଵݑ߲
ݔ߲

൨ ൌ ݂ሺݔሻ	ሺ16ሻ 
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Енді ߝ െның бірдей дəрежелі коэффиценттерін теңестірсек, онда, мынадай,  

ܽሺݔሻ
଴ݑ߲
߲߬

൅ ܽሺݔሻݑ଴ሺݔ, ߬ሻ ൌ ݂ሺݔሻ,
଴ݑ߲
߲߬

൅ ଴ݑ ൌ
݂ሺݔሻ

ܽሺݔሻ
,→ 

,ݔ଴ሺݑ ߬ሻ ൌ
݂ሺݔሻ

ܽሺݔሻ
൅ ,଴ሺ߬ሻ݁ିఛܥ ଴ሺ0,0ሻݑ ൌ

݂ሺ0ሻ

ܽሺ0ሻ
൅ ଴ሺ0ሻܥ ൌ 0, ଴ሺ0ሻܥ ൌ െ

݂ሺ0ሻ

ܽሺ0ሻ
 

 Таңдау еркіндігін пайдаланып. 

,ݔ଴ሺݑ ߬ሻ ൌ
݂ሺݔሻ

ܽሺݔሻ
െ
݂ሺ0ሻ

ܽሺ0ሻ
݁ିఛ 

болсын делік. Басқаша таңдағанда нəтиежесі қалдықтан көрінер еді. 

Жоғарыдағы (16) формуланың бірінші жақсасын нөлге теңеп, мынадай, 

ܽሺݔሻ ൤
௞ݑ߲
߲߬

൅ ,ݔ௞ሺݑ ߬ሻ൨ ൌ െ
௞ିଵݑ߲
ݔ߲

,→ 

௞ݑ߲
߲߬

൅ ,ݔ௞ሺݑ ߬ሻ ൌ െ
1

ܽሺݔሻ
߲
ݔ߲

,ݔ௞ିଵሺݑ ߬ሻ 

теңдіктерді аламыз. 

Енді ݇ ൌ 1десек, онда  

ଵݑ߲
߲߬

൅ ,ݔଵሺݑ ߬ሻ ൌ െ
1

ܽሺݔሻ
߲
ݔ߲

,ݔ଴ሺݑ ߬ሻ ൌ െ
1

ܽሺݔሻ
݀
ݔ݀

݂ሺݔሻ

ܽሺݔሻ
. 

Мынадай , ܦ଴ ൌ ,ܫ ሻݔሺ݂ܦ ൌ
ௗ

ௗ௫

௙ሺ௫ሻ

௔ሺ௫ሻ
 белгілеулер енгізсек, онда, былай,  

,ݔ଴ሺݑ ߬ሻ ൌ
ሻݔ଴݂ሺܦ

ܽሺݔሻ
െ
଴݂ሺ0ሻܦ

ܽሺ0ሻ
݁ିఛ, 

ଵݑ߲
߲߬

൅ ,ݔଵሺݑ ߬ሻ ൌ െ
ሻݔሺ݂ܦ

ܽሺݔሻ
 

болады. Анология бойынша  

,ݔଵሺݑ ߬ሻ ൌ െ ቈ
ሻݔሺ݂ܦ

ܽሺݔሻ
െ
ሺ0ሻ݂ܦ

ܽሺ0ሻ
݁ିఛ቉ ; 

 Енді ݇ ൌ 2десек, онда  

ଶݑ߲
߲߬

൅ ,ݔଶሺݑ ߬ሻ ൌ െ
1

ܽሺݔሻ
߲
ݔ߲

ሻݔଵሺݑ ൌ
1

ܽሺݔሻ
 →,ሻݔଶ݂ሺܦ

,ݔଶሺݑ ߬ሻ ൌ ቈ
ሻݔଶ݂ሺܦ

ܽሺݔሻ
െ
ଶ݂ሺ0ሻܦ

ܽሺ0ሻ
݁ିఛ቉. 

Осы прецессті жалғастыра берсек, онда, мынадай 

,ݔ௞ሺݑ                                         ߬ሻ ൌ ሺെ1ሻ௞ ቂ
஽ೖ௙ሺ௫ሻ

௔ሺ௫ሻ
െ

஽ೖ௙ሺ଴ሻ

௔ሺ଴ሻ
݁ିఛቃ , ݇ ൌ 0,1,2, … , ݊ െ 1																																								ሺ17ሻ 
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формулаға келеміз. Қалдық мүшеге, мынадай, 

ߝ
߲ܴ௡
ݔ߲

൅ ܽሺݔሻ
߲ܴ௡
߲߬

൅ ܽሺݔሻܴ௡ሺݔ, ߬, ሻߝ ൅
௡ିଵݑ߲
ݔ߲

ൌ 0 

теңдеу аламыз. 

Енді, мына, жайды 

݀
ݔ݀

ܴ௡ሺݔ, ߬ሻఛୀଵఌ ׬ ௔ሺకሻௗక
ೣ
బ

ൌ
߲ܴ௡
ݔ߲

൅
߲ܴ௡
߲߬

ൈ
߲߬
ݔ߲

ൌ 

ൌ
߲ܴ௡
ݔ߲

൅
ܽሺݔሻ

ߝ
߲ܴ௡
߲߬

,→ ߝ
݀
ݔ݀

ܴ௡ ൌ ߝ
߲ܴ௡
ݔ߲

൅ ܽሺݔሻ
߲ܴ௡
߲߬

, 

аңғарсақ, онда қалдық мүшеге, мынадай 

′௡ܴߝ ൅ ܽሺݔሻܴ௡ ൌ െ
௡ିଵݑ߲
ݔ߲

ൌ ሺെ1ሻ௡ܦ௡݂ሺݔሻ 

ܴ௡/௫ୀ଴ൌ 0 

Кошидің есебін аламыз. Демек, 

                                                                ܴ௡ሺݔሻ ൌ ሺെ1ሻ௡ݕ൫ݔ, ,ߝ  ሺ18ሻ																																																														ሻ൯,ݔ௡݂ሺܦ

мұндағы ݕ൫ݔ, ,ߝ ሻ൯ݔ௡݂ሺܦ െдегеніміз сол бастапқы Кошидің есебінің шешімі, тек оң жағында ܦ௡݂ሺݔሻ тұр. 
Енді (18) мен (17) апарып (15)-ге қойсақ 

ሻݔሺݕ ൌ ,ݔሺݑ ߬, ߳ሻ/
ఛୀ

ଵ
ఌ ׬ ௔ሺకሻௗక

ೣ
బ

ൌ ෍ሺെ1ሻ௞ ቈ
ሻݔ௞݂ሺܦ

ܽሺݔሻ
െ
௞݂ሺ0ሻܦ

ܽሺ0ሻ
݁ି

ଵ
ఌ ׬ ௔ሺకሻௗక

ೣ
బ ቉

௡ିଵ

௞ୀ଴

൅ 

൅ሺെ1ሻ௡ݕሺݔ, ,ߝ  ,௡݂ሻܦ

мұндағы ܦ଴ ൌ ,ܫ ሻݔሺ݂ܦ ൌ
ௗ

ௗ௫

௙ሺ௫ሻ

௔ሺ௫ሻ
, 

Енді əдістің əлсіз тұстарына көз жүгіртейік. 
1) Есептің шешімінің бар-жоқтығы туралы ешнəрсе айтылмайды; 
2) Жоғарыдағы (13)-(14) есептің шешімдер жыйыны туралы дерек жоқ; 
3) Осы есептің шешімі (15) түрінде боларына кім кепілдік береді, бұл сəттегі қалдық ܴ௡ሺݔ, ߬,  ሻ мүшеߝ

туралы мəлімет жоқ; 
4) Жоғарыдағы (16) теңдікте бірдей дəрежелі ߝ െдардың коэффиценттерін теңестіруге кім бізге құқық 

берді. Солай істеуге болар еді, егер ݑሺݔ, ߬, ሻߝ െның ߝ െге тəуелділігі аналитикалық болса, яғни ол əрбір 
шегеленген ݔ െтың мəні үшін ߝ െның аналитикалық функциясы болса. Ең жоқ дегенде, бұлай жасау үшін 
қалдық мүше ܴ௡ሺݔ, ߬,  ;ሻ туралы алдыналар мəлімет керекߝ

5) Қалдық ܴ௡ሺݔ, ߬,  .ሻ мүшенің бағасы туралы ешнəрсе жоқߝ
Демек, бұл əдісті-те жартылай эмпиристикалық деуге болады,ал біздің əдісіміз нақты тұжырымдарға 

негізделген,жəне нəтиежеміз [2] еңбектің жетістіктерімен жақсы үйлесіп тұр. 
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Аннотация. В данной работе получено спектральное разложение решении задачи Коши в простанстве с 

индефинитной метрикой,и с помощью этого разложения выведено погранслойное разложение решении 
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