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ON OPERATOR METHODS FOR SOLVING A SINGULARLY 
PERTURBED CAUCHY PROBLEM FOR AN ORDINARY 

DIFFERENTIAL EQUATION OF THE FIRST ORDER WITH A 
VARIABLE COEFFICIENT 

 
Abstract. In this paper, we obtain a spectral decomposition of the solution of the Cauchy problem in a space 

with an indefinite metric, and with this decomposition a boundary layer expansion of the solution of a singularly 
perturbed Cauchy problem is derived, for a model equation of the first order ݕߝ′ ൅ ܽሺݔሻݕሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ, ሺ0ሻݕ ൌ
0, ܽሺݔሻ ൐ 0, ݂ሺݔሻ ∈ ଶܹ

௡ሾ0,1ሿ, ܽሺݔሻϵܥ௡ሾ0,1ሿ. 
Keywords: completely continuous operator, Hilbert-Schmidt's theorem, selfadjoint operator, Volterian 

operators, indefinite metric, Schmidt decomposition, completeness, orthonormal basis. 
 

УДК 517.94 
 

Э. Мусрепова, А.Н. Жидебаева, А.Ш. Шалданбаев  
 

Оңтүстік Қазақстан педагогикалық университеті, Шымкент қ-сы 
 

СИНГУЛЯР ƏСЕРЛЕНГЕН, БІРІНШІ РЕТТІ ТЕҢДЕУДІҢ,  
КОШИЛІК ЕСЕБІН ШЕШУДІҢ ОПЕРАТОРЛЫҚ ƏДІСТЕРІ 

 
1. Кіріспе 
Егер f(x)∈  ,ଶሺ0,1ሻ, ал ܽ(x)-дегеніміз, [0,1] кесіндісі бойында үзіксіз нақты функция болсаܮ

онда, мына, 
 ߳ሺ0,1ሿ ;  (1)	ܽ(x) y(x) = f(x), x	y’(x)+ߝ	=ఌyܮ 

 y(0)=0  (2) 

Коши есебінің шешімі ߝ → ൅0 сəтінде қайда ұмтылады, жалпы бұл үшін ܽሺݔሻ функциясы 
қандай болуы керек?  

Бұл есепті шешудің көптеген əдістері бар [1-9],өкінішке орай,бұл əдістердің көпшілігі 
жартылай эмпиристік əдістер қатарына жатады,себебі, есептің қалдық мүшесі, оның 
коэффициенттері арқылы бағаланбаған.Біз бұл есепті операторлық əдіспен [10-17] шешіп, əлгі 
олқылықты толтырмақпыз. 

 
2. Зерттеу əдістері 
Анықтама 1. Егер Гилберттің Н кеңістігінің əрбір х∈Н элементін, былайша,  

хൌ ∑ ௞݁௞ݔ
∞
௞ୀଵ  
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етіп, Н кеңістігінде жинақталатын қатарға бірмəнді таратуға болса, онда ሼ݁௞ሽ, ݇ ൌ 1,2, , ,, 
элементтер системасын осы Н кеңістігінің базисі дейміз. Бірмəнділік дегеніміз əрбір х элементіне 
тек бір ғана ሼݔ௞ሽ, ݇ ൌ 1,2, , ,, коэффициенттер тізбегі сəйкес келеді дегенді білдіреді.  

Анықтама 2. Егер барлық x,y ∈ D(A) элементтері үшін, мына, (Ax, y)=(x, Ay) теңдігі 
орындалса онда бұл операторды эрмиттік дейміз. 

Теорема 1. Əсіре үзіксіз эрмиттік оператордың спектрі тек меншікті мəндерден тұрады, 
олардың əрбірі санеселі, жəне оларға ߣ ൌ0 нүктесі ғана шектік нүкте бола алады. Керісінше, 
осындай қасиетке ие, эрмиттік оператор əсіре үзіксіз. 

Теорема 2. Егер Аെдегеніміз Гилберттің Н кеңістігіндегі əсіре үзіксіз əрі жалқы оператор 
болса, онда əрбір х∈Н үшін Ах элементі осы Н кеңістігінде жыйнақталатын, А операторының 
ортанормаланған меншікті векторларынан құралған, Фурьенің қатарына жіктеледі, яғни  

 
1

, ,k k k
k

Ax x  




   

мұндағы k  - дегеніміз А операторының меншікті мəндері, ал k  - меншікті векторлары . 

 
Осы теоремадан екі салдар шығады. 
Салдар 1. Егер əсіре үзіксіз əрі жалқы А операторы қайтымды болса, онда оның меншікті 

векторларынан Н кеңістігінің базисін құрауға болады 
Салдар 2. Егер А операторы Гилберттің сеперабелді Н кеңістігінде əсіре үзіксіз əрі жалқы 

болса, онда бұл кеңісітікте А операторының меншікті векторларынан құралған ортанормаланған 
базис бар. 

Анықтама 3. Егер, мына,  

2
(s, t)

b b

a a

k dsdt     

шарт орындалса, онда ,a s t b   жыйынында анықталған (x, t)K  функциясын Гилберт пен 

Шмидтің ядросы дейміз, айтпақшы, мұндағы a  мен b  шамалы-да, бейшамалы-да болуы мүмкін. 

Теорема 3. Егер (s, t)K - Гилберт пен Шмидтің ядросы болса, онда 2(x) (a, b)t L  

функциясына, мына, (s) (s, t) f(t) dt
b

a

g K   функцияны сəйкестендіретін интегралдық оператор 

2 (a, b)L кеңістігінде əсіре үзіксіз. 

Лемма 1. Егер кез келген [0,1]x  үшін  

(а) (x) a(1 x);a   (x) C[0,1]a   

(б) (x) u(1 x)Su    

болса, онда SL  - операторы 2 (0,1)L  кеңістігінде симметриялы. 

Дəлелі. Мына, (x)u  жəне (x)v  функциялары L  операторының D( )L аймағында жатсын 

делік, яғни (x) D(L )u   . жəне v(x) D(L );  

 1D(L ) (x) (0,1] [0,1]; y(0) 0y C C     . 

Онда, төмендегі, формулалар орынды. 

   
1 1 1 1

0 0 0 0

, ' (x) u(x) (1 x)dx (1 x)du (x) u(x) v(1 x)dx v(1 x)SL u v L uSvdx u a v v d                 
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1 1

0 0

u(x) (x) v'(1 x) dxu    
1

0

(x) a(x) v(1 x) dx (x) a(1 x)u a      

 (u,S v) , (u, S v Sav) (u,SL v)
d d

u Sav
dx dx      , 

мұндағы  ,   - дегеніміз 2 (a, b)L  кеңістігіндегі скаляр көбейтінді. 

Лемма 2. Егернақты, үзіксіз (x)a  - функциясы, мына, 

(x) 0, x [0,1]a      

шартты қанағаттандырса, онда кез келген u(x) D(L ) функциясы үшін, мынадай,  

 
SL u u  

 
 (3) 

алғыбаға орынды мұндағы ( )  - дегеніміз қабындыру амалын білдіреді. 

Дəлелі. Жоғарыдағы (1) теңдеудің екі жағын-да скаляр u(x) D(L )  функциясына көбейтсек, 

мына, (L u,u) (u',u) (au,u) (f,u)      теңдікті аламыз, мұнан 

11 1 2 2

0 0 0

(x) (1)
(u', u) ' 0;

2 2

u u
u udx udu

            

мұнан,  

(au,u) (t,u) t u    . 

Жоруымыз бойынша (x) 0a    болғандықтан, соңғы теңсіздіктен 

2
(au, u) .u t u u t L u          

S  - унитар оператор болғандықтан, мына, SL u L u   теңдік орынды, сондықтан 

.SL u u   (4) 

Егер y(x) D( L )S   болса, онда y(x) D(SL )  тізбегі табылып, мына, 

(x) y(x),SL SLn ny y y    шектік шарттар орындалады. Енді, мына, (4) 

SL n ny y   

теңсіздікте   деп шекке көшсек, онда (3) теңсіздігін аламыз, яғни лемманың тұжырымын. 

Салдар 3. 

(а) Кері 1( )SL
  операторы бар; 

(б) SL операторының мəндерінің жыйыны тұйық, яғни  ( )R SL R SL  . 

Шынында-да, егер ( )y R SL болса, онда  ( )ny R SL тізбегі табылып yny  болар еді, 

яғни n ny SL x y  . Онда алғыбаға бойынша :n m n mx x y y     , демек  nx  - 

фундаментəлді тізбек, сондықтан x H  элементі табылып nx x  болады, мұнан nx x , 
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n ny SL x y  . Біздің SL операторымыздың тұйық болғандығынан,  x D SL жəне 

 y SL x болады, яғни  y R SL , бізге керегі-де осы еді. 

 

Лемма 3. SL - операторының өзгеру аймағы, немесе мəндерінің жыйын бүткіл 2 (0,1)H L  

кеңістігі. 
Дəлелі. Егер (x)f  функциясы [0,1]  кесіндісінде үзіксіз болса, онда, мына,  

 

1

0

1 (x)
(x, , f) (t) dt

(t)

x e
y f L f

e 


 
 

(5) 

функция (1) - (2) Коши есебінің бірегей шешімі, мұндағы (x)e  -дегеніміз, сəйкес біртекті 
теңдеудің шешімі, яғни  

'(x) e(x) 0;e(0) 1.e      

Шынында да, жоғарыдағы, (5) формуланы x  бойынша дифференциалдасақ, онда  

0 0

(x) 1 '(x) '(x)
'(x, , t) (t) dt, y'(x, , t) f(x) (t) dt

(t) (t)

x xf e e
y f f

e e
  

 
       

0 0

(x) e(x) (x) (x)
(x) (t)dt f(x) (t) dt

(t) (t)

x xa a e
f f f

e e 
       

(x) a(x) y(x, , f)f    , мұнан, '(x, , f) a(x) y(x, , f) f(x)y     

Жоғарғы (5) формулада  

0x   десек, онда 0(x, , f) 0xy     боларын көреміз. 

Алғыбағадан шешімнің бірегей екенін көреміз. 
 
Салдар 4. Кезкелген g(x)  - үзіксіз функциясы үшін, мына, 

(x) g(x)SL u   операторлық теңдеудің тек бір ғана шешімі бар. 

Дəлелі.Шынында-да, g(x) үзіксіз болғандықтан, мына Sg(x) g(1 x)  функциясы-да үзіксіз 

болады, ал, жоғарыда дəлелдегеніміз бойынша, (x) g(x)L u S   теңдеуінің тек бір ғана шешімі 

бар. Енді S  операторымен осы теңдіктің екі жағына-да əсер етсек, онда gSL u  . 

Үзіксіз функциялардың сызықтық көпсаласы 2 (0,1)H L  кеңістігінде тығыз орналасқан, 

сондықтан ( )R SL H  , ал  ( ) RR SL SL  болғандықтан  ( )R SL R SL H   , демек 

 R SL H  , сонымен 3 лемма дəлелденді. 

Теорема 4. Егер нақты,үзіксіз (x)a  функциясы [0,1]  кесіндісінің кезкелген [0,1]x  нүктесі 
үшін, төмендегі, 

(а) (x) (1 x);a a   

(б) (x) 0;a    

шарттардықанағаттандырса, онда 

 ;ఌоператорының болмысы жалқыܮܵ (1
 .ఌതതതതതоператорының қайтымы шектеулі, əрі ,əсіре үзіксізܮܵ (2
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Дəлелі: 

ாܮܵ ఌ – операторы симметриялы, яғниܮܵ (1 ⊂ ሺܵܮாሻ∗ мұндағы (*) жұлдызша сыңар 
оператордың белгісі. Сыңар оператор əруақта тұйық, сондықтан ܵܮఌതതതതത ⊂ ሺܵܮఌതതതതതሻ∗=ሺܵܮఌሻ∗. Жоғарыда, 
дəлелденген 3 лемма бойынша ܵܮఌതതതതത операторының мəндерінің жыйыны бүткіл Н кеңістігі, 
сондықтан Дሺܵܮఌതതതതതሻ= Дሺܵܮఌതതതതതሻ* = Дሺሺܵܮఌതതതതതሻ∗	ሻ. 

2) Кері ሺܵܮఌതതതതതሻ-1 операторының бар екенін біз жоғарыда көрсеткенбіз, сонымен бірге ол тұйық 
жəне 3 лемма бойынша бүткіл Н кеңістігінде анықталған, демек Банахтың тұйық график туралы 
теоремасы бойынша шектеулі. Біз оның əсіре үзіксіз екенін көрсетейік. Бұл қасиет (5) формула 
мен, мына, 

0 ൑
݁ሺݔሻ
݁ሺݐሻ

ൌ exp ൝െ
1
ߝ
නܽሺݏሻ݀ݏ

௫

௧

ൡ ൑ 1 

теңсіздіктің салдары, себебі, мына  

ሺܵܮఌതതതതതሻିଵ݂ሺݔሻ ൌ 	
1
ߝ
නߠሺݔ െ ሻݐ

݁ሺݔሻ

݁ሺݐሻ
݂ሺݐሻ݀ݐ

ଵ

଴

 

интегралдық оператор Гильберт-Шмид класыныкі. 
 
Теорема 5. Егер ሾ0,1ሿ кесіндісі бойында үзіксіз нақты ܽ(х) функциясы осы ሾ0,1ሿ кесіндісінің 

əрбір х нүктесінде, мына, 

(а)ܽሺݔሻ ൌ ܽሺ1 െ хሻ; ݔ∀	 ∈ ሾ0,1ሿ; 

(б)ܽሺݔሻ ൒ ߙ ൐ ݔ∀	;0 ∈ ሾ0,1ሿ; 

шарттарды қанағаттандырса, онда ሺܵܮாതതതതതሻିଵ операторының нормаланған векторлары ܪ ൌ  ଶሺ0,1ሻܮ
кеңістігінде ортонормаланған базис құрайды. 

Дəлелі: Жоғарыда, көрсеткеніміз бойынша ܵܮఌതതതതത - жалқы оператор, сондықтан, ሺܵܮఌതതതതതሻିଵ 
операторы-да Н кеңістігінде жалқы, əрі, əсіре үзіксіз. Жоғарыдағы, 1, 2 салдарлар бойынша, 
ሺܵܮఌതതതതതሻିଵ операторының нормаланған меншікті векторлары Н кеңістігінде ортонормаланған базис 
құрайды. 

Салдар 5. Мына,  

Ԫ߮′ሺݔሻ ൅ ܽሺݔሻ߮ሺݔሻ ൌ уሺ1ߣ െ ,ሻݔ ݔ ∈ ሺ0,1ሿ	߮ሺ0ሻ ൌ 0 

спектралді есептің нормаланған меншікті векторлары ܮଶሺ0,1ሻ кеңістігінде базис құрайды. 
Дəлелі. Егер ߮௡ሺхሻ - дегеніміз ሺܵܮఌതതതതതሻିଵ операторының меншікті функциясы, ал ߣ௡ିଵ	– меншікті 

мəні болса, онда,мына, 

ሺܵܮఌതതതതതሻିଵ߮௡ሺݔሻ ൌ ,ሻݔ௡ିଵ߮௡ሺߣ ݊ ൌ 1,2, … 

теңдіктер орындалады, немесе  

ሺܮఌതതതሻିଵܵ߮௡ሺݔሻ ൌ ,ሻݔ௡ିଵ߮௡ሺߣ ఌതതതሻିଵψ୬ሺxሻܮ௡ሺߣ	 ൌ Sψ୬ሺxሻ,ψ୬ሺxሻ ൌ S߮௡ሺxሻ
 

Егер Sψ୬ሺxሻ ∈ L
ଶሺ0,1ሻболса, онда ሺܮఌതതതሻିଵ߮௡ функциясының Lଶሺ0,1ሻ–ге тиісті бірінші ретті 

жалпы туындысы бар, сондықтан оны абсолютті үзіксіз деуімізге болады. Демек, жоғарыдағы 
теңдік бойынша, Sψ୬- абсолютті үзіксіз функция, онда ሺܮఌതതതሻିଵ߮௡ үзіксіз дифференциалданады жəне 

ܵ߮௡ሺ0ሻ ൌ 0, яғниܵ߮௡ሺݔሻ ∈ Дሺܮா). Енді ܮఌതതത операторымен, мына, 	ߣ௡ܮఌതതത
ିଵ
ψ୬ ൌ Sψ୬теңдіктің екі 

жағына-да əсер етсек, мынадай, 

௡ψ୬ߣ	 ൌ ఌതതതSψ୬ܮ ൌ  ఌSψ୬ܮ

ாφ୬ܮ ൌ ,௡Sφ୬ߣ	 ܵψ୬ሺ0ሻ ൌ 	φ୬ሺxሻ|	୶ୀ଴ ൌ 0 

′௡߮ߝ ሺݔሻ ൅ ܽሺݔሻ߮௡ሺݔሻ ൌ ௡φ୬ሺ1ߣ	 െ xሻ, ݊ ൌ 1,2, … 
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3. Негізгі нəтижелер 

Теорема 6. Егер [0,1] кесіндісі бойында үзіксіз əрі нақты аሺݔሻ функциясы, мына,  

ݔ∀ (1 ∈ ሾ0,1ሿүшін	ܽሺݔሻ ൌ ܽሺ1 െ  ሻݔ
ݔ∀ (2 ∈ ሾ0,1ሿүшін	ܽሺݔሻ ൒ ߙ ൐ 0	 

шарттарға сай болса, онда Кошидің (1)-(2) есебінің кез келген ݂ሺݔሻ ∈ Lଶሺ0,1ሻүшін əлді шешімі бар 
жəне ол, мынадай, 

,ݔሺݕ ,ߝ ݂ሻ ൌ ෍
ሺ݂ܵ, 	߮௡ሻ
௡ߣ	

∞

௡ୀଵ

߮௡ሺݔሻ 

мұндағы 	ߣ௡ሺ݊ ൌ 1,2, … ሻ - дегеніміз, мына  

′௡߮ߝ ሺݔሻ ൅ ܽሺݔሻ ∙ ߮௡ሺݔሻ ൌ ௡φ୬ሺ1ߣ	 െ xሻ,φ୬ሺ0ሻ ൌ 0, ݊ ൌ 1,2, … 

спектрəлді есептің меншікті мəндері, алφ୬– дегеніміз соларға сəйкес меншікті функциялар.  
Дəлелі. S операторы мен (1) теңдіктің екі жағына-да əсер етеміз, сонда ܵܮఌݕ ൌ ݂ܵ	болады, ܵܮఌ 

– операторы ܵܮఌതതതതത операторының таркезеңі сондықтан ол – да қайтымды, жəне, мына 

,ݔሺݕ ,ߝ ݂ሻ ൌ ሺܵܮఌሻିଵ݂ܵ ൌ 	෍ሺሺܵܮఌሻିଵሺ݂ܵ, ߮௡ሻ

∞

௡ୀଵ

∙ ߮௡ሺݔሻ ൌ 	෍ሺ݂ܵ, ሺܵܮఌሻିଵ߮௡ሻ ∙ ߮௡ሺݔሻ
∞

௡ୀଵ

ൌ 	෍ሺ݂ܵ
߮௡
௡ߣ	

∞

௡ୀଵ

ሻ߮௡ሺݔሻ ൌ ෍
ሺ݂ܵ, 	߮௡ሻ
௡ߣ	

∞

௡ୀଵ

	߮௡ሺݔሻ 

 

Теорема 7. Егер е(х)-дегеніміз, сəйкес біртекті теңдеудің фундаментəлды шешімі болса, яғни  

݁ߝ ′ሺݔሻ ൅ ܽሺݔሻ݁ሺݔሻ ൌ 0,	 

݁ሺ0ሻ ൌ 1, 

онда, мына,  

݁ሺݔሻ ൌ ߝ ∙ ෍
߮௡ሺ1ሻ
௡ߣ	

߮௡ሺݔሻ

∞

௡ୀଵ

 

формула орындалады, мұндағы 

′௡߮ߝ ሺݔሻ ൅ ܽሺݔሻ߮௡ሺݔሻ ൌ  ௡ܵφ୬ሺxሻߣ	

φ୬ሺ0ሻ ൌ 0 

Дəлелі.Sae(x) функциясының Фүре коэффиценттерін есептейік: 

 

ሺܵܽ݁, ߮௡ሻ ൌ ൬ܵܽ݁,
	ఒ೙ௌφ౤ିεఝ೙

′

௔
൰ ൌ ൫ܵ݁, ௡ܵφ୬ߣ	 െ ε߮௡′ ൯ ൌ ൫ܵ݁, ௡ܵφ୬ሻߣ	 െ εሺܵ݁, ߮௡′ ൯; 

൫ܵ݁, ߮௡′ ൯ ൌ න ܵ݁ ∙ ݀߮௡ ൌ ܵ݁ ∙ ߮௡ሺݔሻ|଴
ଵ െ නሺܵ݁ሻ′ െ

ଵ

଴

ଵ

଴
߮௡ሺݔሻ݀ݔ ൌ

 

ൌ ߮௡ሺ1ሻ ൅ ׬ ܵ݁ ′ሺݔሻ߮௡ሺݔሻ݀ݔ ൌ ߮௡ሺ1ሻ ൅ ሺܵ݁ ′,
ଵ
଴ ߮௡ሻ,

; 
Демек, 
 
ሺܵܽ݁, ߮௡ሻ ൌ ,௡ሺ݁ߣ	 ߮௡ሻ െ ௡ሺ1ሻ߮ߝ െ ൫ܵ݁ߝ ′߮௡൯ ൌ หെ݁ߝ ′ ൌ ܽ݁ห ൌ ,௡ሺ݁ߣ	 ߮௡ሻ െ ௡ሺ1ሻ߮ߝ 	൅

ሺܵܽ݁, ߮௡ሻ,	n=1,2,… 
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мұнан,  

,௡ሺ݁ߣ	 ߮௡ሻ ൌ ݁ െ ߮௡ሺ1ሻ,⟹	 ሺ݁, ߮௡ሻ ൌ
௡ሺ1ሻ߮ߝ
௡ߣ	

,⟹ ݁ሺݔሻ ൌ෍ ሺ
∞

௡ୀଵ
݁, ߮௡ሻ	߮௡ሺݔሻ ൌ ෍

௡ሺ1ሻ߮ߝ
௡ߣ	

߮௡ሺݔሻ
∞

௡ୀଵ

 

Теорема 8. Егер [0,1] кесіндісінде үзіксіз, нақты а(х)-функциясы, мына,  

(а)∀ݔ ∈ ሾ0,1ሿүшінܽሺ1 െ ሻݔ ൌ ܽሺݔሻ 

ሺбሻ∀ݔ ∈ ሾ0,1ሿүшін	ܽሺݔሻ ൒ ߙ ൐ 0 

шарттарға сай болса, ал (1)-(2) Коши есебінің оң жағындағы бос мүшесі ݂ሺݔሻ ∈ ଶܹ
௡ሾ0,1ሿ болса осы 

(1)-(2) Коши есебінің шешімінің асимптотикасы, былай,  

,ݔሺݕ ݁, ݂ሻ ൌ ෍ሺെ1ሻ௞ ቈ
ሻݔ௞݂ሺܬ

ܽሺݔሻ
െ
௞݂ሺ0ሻܬ

ܽሺ0ሻ
݁ሺݔሻ቉ ௞ߝ ൅ ሺെ1ሻ௡

௡ିଵ

௞ୀ଴

 ሻݔ௡݂ሺܬఌିଵܮ௡ߝ

таратылады, мұндағыܬ଴ ൌ ,ܫ ሻݔሺ݂ܬ ൌ
ௗ

ௗሺ௫ሻ

௙ሺ௫ሻ

௔ሺ௫ሻ
 

 

݁ߝ ′ሺݔሻ ൅ ܽሺݔሻ݁ሺݔሻ ൌ 0, ݁ሺ0ሻ ൌ 1	 

 ∥ ሻݔ௡݂ሺܬఌିଵܮ ∥൑
∥௃೙௙ሺ௫ሻ∥

ఈ
		                         (6) 

 

Дəлелі. Sf(x)=f(1-x) функциясының Фүре коэффиценттерін есептейік: 

ሺ݂ܵ, ߮௡ሻ ൌ ห	߮ߝ௡′ ൅ ܽሺхሻ߮௡ ൌ ௡ܵ߮௡หߣ	 ൌ ൬݂ܵ, ௡ߣ	
ܵ߮௡
ܽ

െ
ߝ
ܽ
߮௡′ ൰ ൌ ௡ߣ	 ൬݂ܵ,

ܵ߮௡
ܽ
൰ – ߝ ቆ݂ܵ,

߮௡′

ܽ
ቇ

ൌ |ܵܽ ൌ ܽሺ1 െ ሻݔ ൌ ܽሺݔሻ| ൌ 	 ௡ߣ	 ൬ܵ
݂
ܽ
	, ܵ߮௡൰ െ ߝ ൬ܵ

݂
ܽ
	, ߮௡′ ൰

ൌ ௡ߣ	 ൬
݂
ܽ
	, ߮௡൰ െ ߝ ൬ܵ

݂
ܽ
	, ߮௡′ ൰ ;

 

൬ܵ
݂
ܽ
	, ߮௡′ ൰ ൌ නܵ

݂
ܽ
݀߮௡ ൌ

ଵ

଴

߮௡ሺݔሻܵ
݂
ܽ
|଴
ଵ െ නሺܵ

݂
ܽ
ሻ′߮௡ሺݔሻ݀ݔ ൌ

ଵ

଴

߮௡ሺ1ሻ
݂ሺ0ሻ

ܽሺ0ሻ
൅ නܵ ൬

݂
ܽ
൰
′

߮௡

ଵ

଴

ሺݔሻ݀ݔ

ൌ ߮௡ሺ1ሻ
݂ሺ0ሻ

ܽሺ0ሻ
൅ ቆܵ ൬

݂
ܽ
൰
′

߮௡ቇ,
 

݂ܵ, ߮௡ ൌ ௡ߣ	 ൬
݂
ܽ
	, ߮௡൰ െ

݂ሺ0ሻ

ܽሺ0ሻ
െ ௡ሺ1ሻ߮ߝ െ ߝ ቆܵ ൬

݂
ܽ
൰
′

߮௡ቇ 

Демек, 

,ݔሺݕ ,ߝ ݂ሻ ൌ ෍
ሺ݂ܵ, ߮௡
௡ߣ	

߮௡ሺݔሻ 	ൌ

∞

௡ୀଵ

݂ሺݔሻ
ߙ

െ
݂ሺ0ሻ

ܽሺ0ሻ
෍ ߝ

߮௡ሺ1ሻ

௡ߣ	

∞

௡ୀଵ

߮௡ሺݔሻ െ ݕߝ ൬ݔ, ,ߝ
݀

݀ሺݔሻ
݂
ܽ
൰ 	

ൌ 	
݂ሺݔሻ
ܽሺݔሻ

െ
݂ሺ0ሻ

ܽሺ0ሻ
݁ሺݔሻ െ ݕߝ ൬ݔ, ,ߝ

݀
ݔ݀

݂
ܽ
൰ 

 

Əрі қарай, математикалық индукция əдісі бойынша, мынадай, 
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,ݔሺݕ ,ߝ ݂ሻ ൌ ෍ሺെ1ሻ௞ ቈ
ሻݔ௞݂ሺܬ

ܽሺݔሻ
െ
௞݂ሺ0ሻܬ

ܽሺ0ሻ
݁ሺݔሻ቉ ௞ߝ ൅ ሺെ1ሻ௡

௡ିଵ

௞ୀ଴

 ,ሻݔ௡݂ሺܬఌିଵܮ௡ߝ

мұндағы, ܬ଴ ൌ ,ܫ ሻݔሺ݂ܬ ൌ
ௗ

ௗ௫

௙ሺ௫ሻ

௔ሺ௫ሻ
 

Жоғарыдағы (6) қалдықтың бағамы (3) алғыбағамнан шығады. 

4.Талқысы 

Келесі, 

′ݕߝ ൅ ܽሺݔሻݕ ൌ ܽሺݔሻ݁௞ ׬ ௔ሺ௦ሻௗ௦
ೣ
బ , ܽሺݔሻ ൐ 0, ݇ ൐ 0, ݔ ∈ ሾ0,1ሿ; 

y(0)=0 

мысал əдістің дəлдігінен хабар береді. 

Бұл сəтте, 

ሻݔሺ݂ܦ ൌ
ௗ

ௗ௫

௙ሺ௫ሻ

௔
болсын делік, ݂ሺݔሻ ൌ ܽሺݔሻ݁௞ ׬ ௔ሺ௦ሻௗ௦

ೣ
బ , ݇ െ  .ݐݏ݊݋ܿ

Сонда, 

ሻݔሺ݂ܦ ൌ ݇ܽሺݔሻ݁׬ ௔ሺ௦ሻௗ௦
ೣ
బ ,→ 

,ݔሺݕ ,ߝ ݂ሻ ൌ ݁௞ ׬ ௔ሺ௦ሻௗ௦
ೣ
బ െ ݁ሺݔሻ െ ,ݔሺݕߝ ,ߝ  .ሻ݂ܦ

Енді, ݂ܦሺݔሻпен ݂ሺݔሻайырмасы ݇көбейткіші екенін ескерсек, онда 

,ݔሺݕ ,ߝ ሻ݂ܦ ൌ ,ݔሺݕ݇ ,ߝ ݂ሻ, 

сондықтан, 

,ݔሺݕ ,ߝ ݂ሻ ൌ ݁௞ ׬ ௔ሺ௦ሻௗ௦
ೣ
బ െ ݁ሺݔሻ െ ߝ ൈ ,ݔሺݕ݇ ,ߝ ݂ሻ,→ 

ሺ1 ൅ ,ݔሺݕ	ሻ݇ߝ ,ߝ ݂ሻ ൌ ݁௞ ׬ ௔ሺ௦ሻௗ௦
ೣ
బ െ ݁ሺݔሻ,→ 

,ݔሺݕ ,ߝ ݂ሻ ൌ
݁௞ ׬ ௔ሺ௦ሻௗ௦

ೣ
బ െ ݁ሺݔሻ

1 ൅ ݇ߝ
. 

lim	 y
ఌ→ା଴

ሺݔ, ,ߝ ݂ሻ ൌ ቊ݁
௞ ׬ ௔ሺ௦ሻௗ௦

ೣ
బ , ݔ ് 0,
0, ݔ ൌ 0.

 

,ݔሺݕ ,ߝ ݂ሻ ൌ
௘ೖ׬ ೌሺഓሻ೏ഓ

ೣ
బ

ଵାఌ௞
функциясы |݇ߝ| ൏ 1сəтінде біздің теңдеудің (бірегей жəне дербес) аналитика-

лық шешімі болады. 

 

5.Қорытынды 

Əдісімізді Вишик пен Василеваның шекқатпарлық функция əдісімен саластыралық 

ܪ  ൌ ଶሺ0,1ሻܮ െкеңістігінде Кошидің, мынадай, 

ሻݔሺ′ݕߝ  ൅ ܽሺݔሻݕሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ, ݔ ∈ ሺ0, 1ሿ	                          (7) 

ሺ0ሻݕ  ൌ 0	ሺ8ሻ 

сингуляр əсерленген есебін қарастыралық, мұндағы ܽሺݔሻ пен ݂ሺݔሻқажетінше біртегіс функция, ал 
ߝ ൐ 0 െазшамалы параметр. 
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 Осы (7)-(8) есептің шешімін, мына,  

,ݔሺݕ  ሻߝ ൌ ∑ ሾ߮௞ሺݔሻ ൅ ߰௞ሺτሻሿߝ௞ ൅ ,ݔ௡ܴ௡ሺߝ ߬ሻ
௡ିଵ
௞ୀ଴ 	                         (9) 

түрде іздейік, мұндағы ߬ ൌ
௫

ఌ
െшабан параметр. Осы өрнекті, жоғарыдағы, (7) теңдеуге апарып 

қоялық, сонда, мынадай,  

෍ߝ ൤߮௞
′ ሺݔሻ ൅ ሶ߰௞ ൈ

1
ߝ
൨ ௞ߝ ൅ ′௡ାଵܴ௡ߝ

௡ିଵ

௞ୀ଴

൅ 

൅ܽሺݔሻ෍ሾ߮௞ሺݔሻ ൅ ߰௞ሺ߬ሻሿ
௡ିଵ

௞ୀ଴

௞ߝ ൅ ,ݔሻܴ௡ሺݔ௡ܽሺߝ ߬ሻ ൌ ݂ሺݔሻ, 

теңдік аламыз, мұндағы ሺ∙ሻ െжоғарғы нүкте арқылы ߬ െайнымалысы бойынша туынды белгіленген 
Жақшаларды ашайық; 

෍ߝ௞ାଵ߮௞
′ ሺݔሻ ൅෍ ሶ߰௞ሺ߬ሻ ൈ ௞ߝ ൅ ′௡ାଵܴ௡ߝ ൅

௡ିଵ

௞ୀ଴

௡ିଵ

௞ୀ଴

 

൅෍ሾܽሺݔሻ߮௞ሺݔሻ ൅ ܽሺݔሻ߰௞ሺ߬ሻሿߝ௞ ൅

௡ିଵ

௞ୀ଴

 

൅ߝ௡ܽሺݔሻܴ௡ሺݔ, ߬ሻ ൌ ݂ሺݔሻ, 

෍ൣ߮௞ିଵ
′ ሺݔሻ ൅ ሶ߰௞ ൅ ܽሺݔሻ߮௞ሺݔሻ ൅ ܽሺݔሻ߰௞ሺ߬ሻ൧ߝ௞ ൅

௡ିଵ

௞ୀଵ

 

൅ߝ௡൫ܴߝ௡′ ൅ ܽሺݔሻܴ௡ሺݔ, ߬ሻ ൅ ߮௡ିଵ
′ ൯ ൅ ሶ߰଴ሺ߬ሻ ൅ ܽሺݔሻ߮଴ሺݔሻ ൅ ܽሺݔሻ߰଴ሺ߬ሻ ൌ ݂ሺݔሻ 

Мұнан, 

ܽሺݔሻ ൈ ߮଴ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ,→ ߮଴ሺݔሻ ൌ
݂ሺݔሻ

ܽሺݔሻ
; 

ሶ߰ ଴ሺ߬ሻ ൅ ܽሺݔሻ߰଴ሺ߬ሻ ൌ 0,
ሶ߰ ଴
߰
ൌ െܽሺݔሻ,න

ሶ߰଴
߰
݀߬

ఛሺ௫ሻ

଴
ൌ െන ܽሺݔሻ݀߬

௫

଴
ൌ 

ൌ െන ݀ሺݔሻ
ݔ݀
ߝ

௫

଴
;	݈௡߰଴ሺ߬ሻ/଴

ఛൌ െන
݀ሺߦሻ

ߦ
ߦ݀

௫

଴
, 

݈௡
߰଴ሺ߬ሻ

߰଴ሺ0ሻ
ൌ െ

1
ߝ
න ܽሺߦሻ݀ߦ
௫

଴
, ߰଴ሺ߬ሻ ൌ ߰଴ሺ0ሻ݁

ି
ଵ
ఌ ׬ ௔ሺకሻௗక

ೣ
బ , ߬ ൌ

ݔ
ߝ
. 

 

Əрі қарай, ݔ െқа тəуелді функцияларды бөлек, ал ߬ െға тəуелді функцияларды бөлек нөлге 
теңеп, мынадай: 

߮௞ିଵ
′ ሺݔሻ ൅ ܽሺݔሻ߮௞ሺݔሻ ൌ 0,→ ߮௞ሺݔሻ ൌ െ

߮௞ିଵ
′ ሺݔሻ

ܽሺݔሻ
; 

ሶ߰ ௞ ൅ ܽሺݔሻ߰௞ሺ߬ሻ ൌ 0,→ ߰௞ሺ߬ሻ ൌ ߰௞ሺ0ሻ݁
ି
ଵ
క ׬ ௔ሺకሻௗక

ೣ
బ ; 

теңдіктер аламыз. Енді бастапқы шартқа жүгінеміз: 

,ݔሺݕ ሻ/௫ୀ଴ൌߝ 0,→ ߮௞ሺ0ሻ ൅ ߰௞ሺ0ሻ ൌ 0, ܴ௡ሺݔ, ߬ሻ/௫ୀ଴ൌ 0. 
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Демек, ߰௞ሺ0ሻ ൌ െ߮௞ሺ0ሻ,→ 

߰ሺ0ሻ ൌ െ߮଴ሺ0ሻ ൌ െ
݂ሺ0ሻ

ܽሺ0ሻ
, ߰ଵሺ0ሻ ൌ െ߮ଵሺ0ሻ ൌ

߮଴
′ ሺ0ሻ

ܽሺ0ሻ
. 

Ыңғайлы болу үшін, мынадай,  

ሻݔሺ݂ܦ ൌ
݀
ݔ݀

݂ሺݔሻ

ܽሺݔሻ
. ଴ܦ ൌ  ܫ

белгілеулер енгізейік, сонда 

߮଴ሺݔሻ ൌ
݂ሺݔሻ

ܽሺݔሻ
ൌ
ሻݔ଴݂ሺܦ

ܽሺݔሻ
, 

߮ଵሺݔሻ ൌ െ
߮଴
′ ሺݔሻ

ܽሺݔሻ
ൌ െ

1
ܽሺݔሻ

݀
ݔ݀

݂ሺݔሻ

ܽሺݔሻ
ൌ െ

ሻݔሺ݂ܦ

ܽሺݔሻ
, 

߮ଶሺݔሻ ൌ െ
߮ଵ
′ ሺݔሻ

ܽሺݔሻ
ൌ
ሻݔଶ݂ሺܦ

ܽሺݔሻ
, … , ߮௞ሺݔሻ ൌ ሺെ1ሻ௞

ሻݔ௞݂ሺܦ

ܽሺݔሻ
. 

Сондықтан, 

߰௞ሺ߬ሻ ൌ െ߮௞ሺ0ሻ݁
ି
ଵ
ఌ ׬ ௔ሺకሻௗక

ೣ
బ ൌ െሺെ1ሻ௞

௞݂ሺ0ሻܦ

ܽሺ0ሻ
ൈ ݁ି

ଵ
ఌ ׬ ௔ሺకሻௗక

ೣ
బ . 

 Қалдық ܴ௡ሺݔ, ߬ሻмүшесі үшін, мынадай, 

ܴ௡′ ൅ ܽሺݔሻܴ௡ ൅ ߮௡ିଵ
′ ൌ 0, 

теңдеу аламыз жəне оған, мынадай, 

ܴ௡ሺ0ఛ0ሻ ൌ 0 

бастапқы шарт тіркеседі, яғни ܴ௡ሺݔ, ߬ሻ функциясы, мынадай,  

ܴ௡′ ൅ ܽሺݔሻܴ௡ ൌ െ߮௡ିଵ
′ ሺݔሻ ൌ ሺെ1ሻ௡ܦ௡݂ሺݔሻ 

ܴ௡ሺݔ, ߬ሻ/௫ୀ଴ൌ 0 

Коши есебінің шешімі. Демек, ܴ௡ሺݔ, ߬ሻ ൌ ሺെ1ሻ௡ݕሺݔ, ,ߝ ,ݔሺݕ ௡݂ሻ, мұндағыܦ ,ߝ ௡݂ሻܦ െдегеніміз 
сол бастапқы (7)-(8) есептің шешімі, оң жағы ሺെ1ሻ௡ܦ௡݂ሺݔሻ болған сəттегі. 

 Сонымен жоғарыдағы (7)-(8) есептің шешімі бар болса, онда ол, мынадай, 

,ݔሺݕ ,ߝ ݂ሻ ൌ ෍ሺെ1ሻ௞ ቈ
ሻݔ௞݂ሺܦ

ܽሺݔሻ
െ
௞݂ሺ0ሻܦ

ܽሺ0ሻ
݁ି

ଵ
ఌ ׬ ௔ሺకሻௗక

ೣ
బ ቉

௡ିଵ

௞ୀ଴

௞ߝ ൅ 

൅ߝ௡ሺെ1ሻ௡ݕሺݔ, ,ߝ  ௡݂ሻܦ

болады. 

Əдістің əлсіз тұстары: 

1) Жоғарыдағы (7)-(8) есептің шешімінің бар жоқтығы туралы лəм-лим деп ауыз ашпайды. 
2) Неліктен шешімді (ол бар болған сəтте) (9) түрінде іздеуіміз керек? 
3) Есептеу барысында, мынадай,  

߮௞ିଵ
′ ሺݔሻ ൅ ܽሺݔሻ߮௞ሺݔሻ ൅ ሶ߰௞ሺ߬ሻ ൅ ܽሺݔሻ߰௞ሺ߬ሻ ൌ 0 

бір теңдеуден, мынадай,  

߮௞ିଵ
′ ሺݔሻ ൅ ܽሺݔሻ߮௞ሺݔሻ ൌ 0, ሶ߰௞ሺ߬ሻ ൅ ܽሺݔሻ߰௞ሺ߬ሻ ൌ 0 
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екі теңдеуге көшеді,шын мəнінде ߬ шамасы ݔ െқа тəуелді ቀ߬ ൌ
௫

ఌ
ቁ сондықтан бұл əрекетте 

негізсіздіктің ізі айқын байқалады. 
4) Ең сорақысы, қалдық ܴ௡ሺݔ, ߬ሻ мүшені қалай бағалау туралы ешнəрсе айтылмайды. 
Қолданбалы математикада, мұндай əдістер көптеп кездеседі, олар қосымша мəліметті 

практикадан немесе, эксперименттен көріп тұрады, сондықтан, олар үшін нəтиежеге тез қол 
жеткізу маңызды, басқасын кейін көре жатармыз дейді-де, сол деймен қалып қояды.Біздің 
əдіісіміздің нақты əрі дəл екені айдан анық,ал жоғарыдағы əдісті эмпиристикалық десек те болады. 
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