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Аннотация. Интерес к исследованию Солнца непрерывно растет, и это особенно примечательно на фоне 
важнейших достижений в астрофизике в целом. Солнце является ближайшей звездой. Всего около восьми 
минут требуется, чтобы солнечные лучи достигли Земли, тогда как от самой близкой к нам звезды Проксима 
Центавра свет идет 4,3 года. Такая близость Солнца к Земле приводит к тому, что она является единственной 
звездой, которую мы видим не как точку, а как диск. Поэтому именно эту звезду можно изучить наиболее 
детально. В этой статье рассмотрены процессы, протекающие в атмосфере Солнца, такие как солнечная 
вспышка, пятна, факелы и корональные транзиенты. Также была проанализирована вспышка класса Х, 
зарегистрированная 12 июля 2012 г. 
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Солнечные вспышки впервые было зарегистрировано 1 сентября 1859 г. Р. Кэррингтоном и 

Ходжсоном (рисунок 1). Чаще всего вспышки наблюдаются в красной водородной линии Нα, а 
также в рентгеновском диапазоне и в виде всплесков радиоизлучения [1]. 

 

 
 

Рисунок 1 – Вспышка нарисованная Р. Кэррингтоном в 1859 г. 
 
Наблюдения в красной водородной линии Нα показывают, что в начале вспышки один из ярких 

узелков структуры хромосферы, внезапно разгорается. Часто менее чем за минуту сильное излу-
чение распространяется вдоль длинного жгута или заливает целую область протяженностью в 
десятки тысяч километров. 

В видимой области спектра усиление свечения происходит главным образом в спектральных 
линиях водорода, ионизованного кальция и других металлов. Уровень непрерывного спектра также 
возрастает, иногда настолько сильно, что вспышка становится заметной на фоне фотосферы в бе-
лом свете. После достижения максимума излучение постепенно ослабевает за несколько десятков 
минут. Помимо увеличения яркости, во время вспышек наблюдаются мощные движения газов, а 
также выбросы облаков плазмы в виде отдельных конденсаций и «брызг» [1]. 

Вспышки на Солнце известны уже более 100 лет. Около 60 лет природу солнечных вспышек 
изучали путем анализа их спектров только в видимой области спектра. С середины прошлого 
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столетия стали возможными внеатмосферные наблюдения вспышек в широком диапазоне длин 
волн, начиная от ультрафиолетового и вплоть до жесткого гамма-излучения с энергией фотонов 
несколько ГэВ (1 ГэВ = 109 эВ). В наиболее крупных вспышках при их длительности ~ 103 c 
выделяется энергия ε = 1032–1033 эрг (1025–1026 Дж). Это соответствует средней мощности 
энерговыделения <ε> ~ 1029 эрг/с (1022 Дж/c). Однако эта мощность в 104–105 раз меньше мощности 
полного излучения Солнца (полной светимости LC = 3,9⋅1033 эрг/с). 

Модели возникновения и развития солнечной вспышки, которая адекватно описывает причины 
ее возникновения и происходящие в ней процессы, до сих пор не существует. Общие соображения 
сводятся к следующему. 

Солнечная вспышка возникает как следствие быстрого выделения энергии в некоторой области 
солнечной атмосферы. В настоящее время считается, что эта энергия накапливается и хранится в 
форме магнитной энергии токовых систем, образующихся в солнечной атмосфере в результате 
конвективного переноса плазмы. Первичное энерговыделение, являющееся началом вспышки, 
связано с разрывом токовых систем в результате токовых неустойчивостей или воздействия 
соседних систем, например, при вторжении нового потока вещества, несущего магнитное поле в 
уже развитую плазменно-магнитную конфигурацию. Разрыв/взаимодействие токовых систем 
приводит к нагреву, движениям плазмы в магнитных структурах и возникновению сильных 
электрических полей. Часть магнитной энергии конвертируется в энергию ускоренных этими 
полями частиц – электронов, протонов и более тяжелых ядер (рисунок 2) [1]. 

 
 

Рисунок 2 – Модель магнитного пересоединения [1] 
 

Солнечные пятна являются наиболее известным и легче всего наблюдаемым проявлением 
солнечной активности. Пятна редко бывают одиночными и обычно располагаются группами, зани-
мая протяженные активные области, простирающиеся на сотни тысяч километров. Напряженность 
магнитного поля в группах пятен может достигать значительных величин вплоть до нескольких 
тысяч эрстед [1]. 

Группа пятен может существовать от нескольких часов до нескольких месяцев. Ее развитие 
начинается с появления пор, из которых в дальнейшем возникают пятна. В течение нескольких 
дней заметно возрастают их площади и магнитные поля. Обычно группа вытянута параллельно 
экватору или под небольшим углом к нему. Ведущее пятно обычно располагается ближе к эква-
тору. Спустя 2γ3 недели группа достигает максимального развития и затем начинает разрушаться: 
сначала исчезает хвостовое пятно, затем и другие, более мелкие пятна. В конце развития группа 
становится униполярной. Само ведущее пятно сохраняется до тех пор, пока его диаметр не умень-
шается до 30⋅103 км, после этого оно быстро диссипирует. Классификация групп пятен, основанная 
на определении характерных стадий их эволюции, была разработана в Цюрихе. В ее основу был 
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положен тот факт, что вспышечная активность значительно выше в первые дни жизни группы, 
когда наблюдается появление нового магнитного потока и площадь группы быстро растет [1, 2]. 

Появление факелов, а затем группы солнечных пятен γ важнейший признак начала развития 
активной области. Центральная часть пятен (тень) кажется очень темной (почти черной) на ярком 
фоне солнечной фотосферы. На самом деле в центре пятна яркость уменьшена только раз в десять, 
а яркость полутени составляет примерно 3/4 яркости фотосферы. На основании закона Стефана-
Больцмана это означает, что температура в пятне на (2–2,5)⋅103 K меньше, чем в фотосфере. Тень 
больших пятен окружена полутенью, образованной фотосферными гранулами, радиально вытя-
нутыми вдоль силовых линий магнитного поля пятна. Солнечное пятно возникает при выходе из 
фотосферы «магнитной трубки» из конвективной зоны. Магнитное поле в центре пятна почти 
вертикально и не бывает слабее нескольких сотен эрстед. Отдельное солнечное пятно появляется в 
виде крошечной поры, едва отличающейся от темных промежутков между гранулами. Через день 
пора развивается в округлое темное пятно с резкой границей, диаметр которого постепенно уве-
личивается вплоть до размеров в несколько десятков тысяч километров (рисунок 3). Через три-че-
тыре дня после появления большого пятна вокруг него возникает менее темная полутень, имеющая 
характерную радиальную структуру. Она окружает центральную часть пятна, называемую тенью. 
С течением времени площадь, занимаемая группой пятен, постепенно возрастает, достигая 
наибольшего значения примерно на десятый день. После этого пятна начинают постепенно умень-
шаться и исчезать, сначала наиболее мелкие из них, затем хвостовое (предварительно распавшись 
на несколько пятен) и, наконец, ведущее. В целом весь этот процесс длится около двух месяцев, 
однако многие группы солнечных пятен не успевают пройти всех описанных стадий и исчезают 
раньше. 

 

 
 

Рисунок 3 – Солнечное пятно 
 

Факелы могут существовать и без пятен, обычно они появляются раньше пятен и пропадают 
после исчезновения пятен, иногда «задерживаясь» на фотосфере в течение нескольких солнечных 
оборотов. Верхние части факелов в хромосфере образуют флоккулы. Эти образования весьма неод-
нородны по своей яркости, температуре и напряженности магнитного поля. Структура флоккулов 
отражает структуру локального магнитного поля, большая часть их волоконец ориентируется 
вдоль магнитных силовых линий [1]. 

Активными образованиями, наблюдаемыми в хромосфере и короне, являются протуберан-              
цы, которые представляют собой как бы облака сравнительно холодного (T = 104 K) и плотного                
(n = 1010–1011 см–3) хромосферного вещества, вынесенного или выброшенного в результате взрыва 
в корону до высот нескольких сотен тысяч километров. На краю диска они видны в сильных 
спектральных линиях (H, He, Ca+ и др.) в виде светлых облаков или дуг причудливых форм. На 
диске они выглядят как темные волокна, располагающиеся в зонах пятнообразования и даже на 
высоких широтах. Динамические процессы в протуберанцах связаны как с локальными, так и            
фоновыми магнитными полями. Протуберанцы часто располагаются вдоль арок силовых линий 
магнитных полей. Они бывают различных форм и размеров. Чаще всего они имеют вид длинной 
плоской плиты, расположенной почти вдоль радиуса Солнца. Поэтому на фильтрограммах, в 
проекции на солнечный диск, протуберанцы выглядят в виде длинных изогнутых волокон. Проту-
беранцы – очень крупные образования в солнечной атмосфере, их длина достигает сотен тысяч 
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километров, хотя ширина не превышает 6000 – 10 000 км. Нижние их части сливаются с хромо-
сферой, а верхние простираются на десятки тысяч километров в корону. Однако встречаются 
протуберанцы и значительно больших размеров. Через протуберанцы постоянно происходит обмен 
веществом между хромосферой и короной. Об этом свидетельствуют часто наблюдаемые дви-
жения как самих протуберанцев, так и связанных с ними потоков и струй, происходящие со 
скоростями в десятки и сотни километров в секунду. Возникновение, развитие и движение проту-
беранцев тесно связаны с эволюцией групп солнечных пятен [1]. 

Корональные транзиенты – недавно возникший термин. Он характеризует быстропротекающие 
изменения корональных структур (арок, корональных лучей и др.), а также возникновение новых 
динамических структур в виде быстро движущихся от Солнца корональных облаков и уплотнений. 
Все эти явления, как правило, связаны со взрывами эруптивных протуберанцев или со вспышками, 
но имеющими другую «историю». Одно из самых заметных таких явлений представляет собой 
выброс огромных масс вещества (1015–1016 г) на высоты, превышающие (1–5)RC , со скоростями от 
нескольких сотен до нескольких тысяч километров в секунду. Эти спорадические выбросы 
получили название корональных выбросов массы. 

Они представляют собой некоторые объемы замагниченной плазмы, иногда это магнитные об-
лака, распространяющиеся затем в межпланетное пространство. Кинетическая энергия транзиентов 
достигает 1031–1033 эрг, что сравнимо с полной энергией самых больших вспышек. Эти быстрые 
транзиенты при своем движении в солнечном ветре генерируют ударную волну, которая, в свою 
очередь, взаимодействует с магнитным полем Земли, вызывая геомагнитные бури и значительные 
ионосферные возмущения, приводящие к нарушениям радиосвязи. 

Феномен солнечной вспышки далек от полного объяснения. Началом развития теории вспышек 
можно считать работу «Теория хромосферных вспышек» [3]. 

Рассмотрим вспышку класса Х зарегистрированную в июле 2012 г. 
Вспышка класса Х1.4 12 июля 2012 г. 
12 июля на Солнце была зарегистрирована крупная вспышка класса Х. Вспышка произошла в 

15:37 UT, продолжалась 72 минуты и была зафиксирована в активной области 11520.  
 

   

   

Рисунок 4 – Наблюдения в диапазонах Нα , AIA 
o

4500A и HMI Magnetogram [4, 5] 
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Рисунок 5 – Общий поток протона, электрона и рентгеновского излучения Солнца, полученный в GOES 13 и GOES 15 [6] 
 
 
Всего в этот день было зарегистрировано 5 вспышек класса С и одна вспышка класса Х.  
На рисунке 4 приведены снимки полученные на борту спутника SDO HMI Magnetogram и GHN 

в диапазонах Нα, AIA 
o

4500A. 
Пространственный масштаб вспышки составил 7,9⋅109 см. В области 11520 величина измерения 

EM составила 1053 см–3. Общий коэффициент освободившейся энергии составил 2,8⋅1029 эрг⋅с–1, 
скорость притока – 4,57⋅105 см⋅с–1.  

Во время этой вспышки спутник GOES 15 зафиксировал рентгеновскую вспышку класса Х1.4. 

Мощность солнечной вспышки в диапазоне мягкого рентгеновского излучения от 0,5 4,0A−
D

 со-

ставила 5,8⋅10–5 Вт⋅м–2, в диапазоне 1,0 8,0A−
D

 мощность потока рентгеновского излучения соста-
вила 1,4⋅10–4 Вт⋅м–2, т. е. данная вспышка относится к классу Х. 

На рисунке 5 представлен общий поток протона, электрона и рентгеновского излучения, 
зарегистрированный 12 июля 2012 г. 

Вспышка максимальной интенсивности достигла в 16:49 UT. Регистрация потоков солнечных 
протонов проводилась спутником GOES 13. В момент вспышки поток солнечных протонов с 
энергиями 10 МэВ достигает интенсивности 9⋅101 протон/см2⋅с⋅ср, потоки протонов с энергиями                   
50 МэВ достигли интенсивности 9,5⋅10–1 протон/см2⋅с⋅ср, потоки с энергиями 100 МэВ достигли 
интенсивности 4,5⋅10–1 протон/см2⋅с⋅ср.  

Если рассматривать потоки зарегистрированных электронов, то в момент вспышки поток 
электронов с энергиями 0,8 МэВ, зарегистрированный спутником GOES 15, достигает интенсив-
ности 7,5⋅104 электрон/см2⋅с⋅ср, потоки электронов с энергиями 2 МэВ, зарегистрированные 
спутником GOES 15, достигли интенсивности 6,5⋅103 электрон/см2⋅с⋅ср. 
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КҮН АТМОСФЕРАСЫНДАҒЫ БЕЛСЕНДІ ПРОЦЕСТЕР 
 

Күн зерттеуіне деген қызығушылық артып келеді жəне бұл астрофизикадағы маңызды жетістіктер 
айналасында есте қаларлықтай. Күн ең жақын жұлдыз болып табылады. Күн сəулелері Жерге жету үшін 
небəрі 8 минутты қажет етеді. Ал бізге ең жақын жұлдыз Проксима Центаврдің нұры 4,3 жылда жетеді. Күн-
нің Жерге деген мұндай жақындығы оны нүкте ретінде емес диск ретінде көретін жалғыз жұлдыз екендігін 
көрсетеді. Сол себептен осы жұлдызды толық зерттей аламыз. Бұл мақалада күн атмосферасында өтіп 
жатқан процестер, яғни күн жарқылы, күн дақтары, күн алауы жəне тəждік транзиенттер қарастырылған. 
Сонымен қатар 2012 жылдың 12 шілдесінде тіркелген Х класындағы күн жарқылына талдау жасалды. 

Тірек сөздер: күн жарқылы, күн дақтары, күн алауы, тəждік транзиенттер. 
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ACTIVE PROCESSES ON THE SUN'S ATMOSPHERE 
 

Interest in the study of the Sun is continuously growing, and this is particularly noticeable on the background of 
the major achievements in astrophysics in general. The sun is the nearest star. The sun's rays takes about eight 
minutes to reach the earth, while from the nearest star Proxima Centauri it takes 4.3 years. This proximity of the Sun 
to the Earth leads to the fact that she is the only star that we see not as a point but as a disk. Therefore, this star can 
be studied in more details. In this paper was considered active processes occurring in the solar atmosphere, such as a 
solar flare, solar spots, facula and coronal transients. Also analyzed X - class flare, registered in July 12, 2012. 
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Аннотация. В статье проведен мониторинг солнечных вспышек зарегистрированных в период                  

1–10 ноября 2013 года. Был проведен краткий анализ солнечных вспышек зарегистрированные в эти дни, а 
также показана продолжительность времени вспышки и ее максимум по Всемирному времени. 
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Мониторинг солнечных вспышек в режиме реального времени осуществляет Геостационарный 

эксплуатационный спутник наблюдения за окружающей средой (англ. Geostationary Operational 
Environmental Satellite или GOES). Данные о потоках электронов, протонов и рентгеновского 
излучения ведутся со спутников слежение GOES 13, GOES 14 и GOES 15 [4]. 

1 ноября 2013 г. на Солнце было зарегистрировано 7 вспышек относящаяся к рентгеновскому 
классу С и выше по принятой в физике Солнца классификации. Всего в шкале солнечных вспышек 
различается 5 классов: A, B, C, M и X, каждый последующий из которых превосходит предыдущий 
по мощности в 10-100 раз [1]. Событие, более точно оцениваемое как M6.3, произошло вечером по 
Всемирному времени и наблюдалось на протяжении около 12 минут с максимумом в 19:53 UT. 
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2 ноября днем по Всемирному времени в 10:35 UT на Солнце было зарегистрировано первая 
вспышка класса С1.4 с продолжительностью 12 минут с максимумов в 10:40 UT. Всего в этот день 
было зарегистрировано 5 вспышек класса С. 

3 ноября утром произошла вспышка класса М4.9 по Всемирному времени в 05:16 UT и на-
блюдалось на протяжении около 10 минут с максимумом 05:22 UT. Всего в этот день было 
зарегистрировано 4 вспышки класса С и 2 вспышки класса М. 

4 ноября утром в районе 05:36 по Всемирному времени произошел достаточно сильный выброс 
солнечного вещества в космос. Солнечная вспышка оценена, как С3.2 и ее максимум наблюдался в 
05:44 по мировому времени. Всего в этот день было зарегистрировано 4 вспышки класса С. 

5 ноября 2013 года, около 17 часов по Всемирному времени на Солнце было зарегистрировано 
еще одна вспышка класса С2.3 и наблюдалось на протяжении около 6 минут с максимумом в        
16:59 UT. Всего в этот день было зарегистрировано 10 вспышек класса С и одна вспышка класса М. 

6 ноября в 22:07 по Всемирному времени было зарегистрировано первая вспышка высшего 
рентгеновского класса Х3.3. Событие произошло в активной области 11890 и наблюдалось на 
протяжении около 8 минут с максимумом в 22:12 UT. Всего в этот день было зарегистрировано          
12 вспышек класса С и одна вспышка класса М. 

7 ноября в активной области 11890 в 01:45 по Всемирному времени произошла вспышка 
рентгеновского класса C4.1 с продолжительностью 17 минут. Всего в этот день было зареги-
стрировано 8 вспышек класса С и одна 2 вспышки класса М. 

8 ноября в 04:20 по Всемирному времени было зарегистрировано еще одна вспышка высшего 
рентгеновского класса X1.1. Событие произошло в активной области 11890 и наблюдалось на 
протяжении около 9 минут с максимумом в 04:26 UT. Всего в этот день было зарегистрировано              
4 вспышки класса С и одна вспышка класса М. 

9 ноября было зарегистрировано 11 вспышек класса С. В активной области 11893 в 00:00 по 
Всемирному времени произошла вспышка рентгеновского класса С1.7 и наблюдалось на 
протяжении около 36 минут с максимумом в 00:19 UT. 

10 ноября в активной области 11890 в 05:08 по Всемирному времени произошла вспышка 
высшего рентгеновского класса Х1.1 с продолжительностью 10 минут с максимумом 05:14 UT. 
Всего в этот день было зарегистрировано 8 вспышек класса С и выше. 

 
Солнечные вспышки зарегистрированные в период 1-10 ноября 2013 года [2, 3] 

 
Дата Класс вспышки Активная область Начало, UT Окончание, UT Максимум, UT 

1 2 3 4 5 6 

01/11/13 

C1.5 
C1.1 
C3.5 
C1.8 
C1.1 
M6.3 
C1.0 
C1.4 

11884 
11884 
11884 
11884 
11884 
11884 
11884 
11885 

07:23:00 
09:51:00 
10:04:00 
15:17:00 
18:37:00 
19:46:00 
06:45:00 
22:16:00 

07:58:00 
09:58:00 
10:11:00 
15:25:00 
18:43:00 
19:58:00 
06:58:00 
22:25:00 

07:38:00 
09:54:00 
10:08:00 
15:22:00 
18:40:00 
19:53:00 
06:51:00 
22:21:00 

02/11/13 

С1.4 
С4.3 
С1.1 
С1.7 
С8.2 

11884 
11884 
11884 
11884 
11885 

10:35:00 
12:54:00 
15:22:00 
18:08:00 
04:40:00 

10:47:00 
13:19:00 
15:35:00 
18:21:00 
04:50:00 

10:40:00 
13:07:00 
15:27:00 
18:12:00 
04:46:00 

03/11/13 

М4.9 
С3.6 
М1.6 
С1.1 
С1.4 
С9.9 

11884 
11884 
11884 
11890 
11890 
11890 

05:16:00 
21:28:00 
22:13:00 
01:28:00 
03:49:00 
16:22:00 

05:26:00 
21:39:00 
22:25:00 
01:33:00 
03:55:00 
16:43:00 

05:22:00 
21:32:00 
22:21:00 
01:31:00 
03:52:00 
16:28:00 

04/11/13 

С3.2 
С2.6 
С1.0 
С1.1 

11884 
11890 
11890 
11890 

05:36:00 
10:58:00 
13:17:00 
21:35:00 

05:52:00 
11:35:00 
13:30:00 
21:41:00 

05:44:00 
11:14:00 
13:23:00 
21:38:00 
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1 2 3 4 5 6 

05/11/13 

C2.3 
C2.5 
C3.5 
C1.7 
C1.6 
C2.3 
C6.9 
M1.0 
C1.0 
C1.1 
C1.5 

11884 
11884 
11885 
11888 
11889 
11890 
11890 
11890 
11890 
11890 
11890 

16:55:00 
11:42:00 
09:12:00 
23:43:00 
05:49:00 
16:37:00 
21:01:00 
18:08:00 
17:30:00 
21:35:00 
22:09:00 

17:01:00 
11:56:00 
09:22:00 
23:50:00 
06:23:00 
16:48:00 
21:19:00 
18:17:00 
17:37:00 
21:41:00 
22:15:00 

16:59:00 
11:49:00 
09:18:00 
23:46:00 
06:02:00 
16:42:00 
21:13:00 
18:13:00 
17:35:00 
21:38:00 
22:13:00 

06/11/13 

X3.3 
C1.9 
C3.0 
C1.5 
C4.4 
C4.7 
C8.6 
C2.4 
C3.8 
C1.8 
C1.2 
C2.9 
M3.8 
C2.1 

11890 
11889 
11889 
11890 
11890 
11890 
11890 
11890 
11890 
11890 
11890 
11890 
11890 
11890 

22:07:00 
08:28:00 
17:24:00 
00:20:00 
01:19:00 
01:49:00 
08:45:00 
09:39:00 
09:57:00 
11:46:00 
19:35:00 
21:19:00 
13:39:00 
19:58:00 

22:15:00 
08:43:00 
17:38:00 
00:32:00 
01:29:00 
01:55:00 
08:55:00 
09:56:00 
10:02:00 
11:56:00 
19:42:00 
21:43:00 
13:53:00 
20:17:00 

22:12:00 
08:37:00 
17:31:00 
00:31:00 
01:25:00 
01:53:00 
08:51:00 
09:43:00 
10:00:00 
11:51:00 
19:38:00 
21:27:00 
13:46:00 
20:07:00 

07/11/13 

C4.1 
C2.1 
C5.9 
С1.6 
С1.6 
С1.2 
М2.3 
М2.4 
С3.7 
С4.3 

11890 
11890 
11890 
11890 
11890 
11890 
11890 
11890 
11891 
11891 

01:45:00 
10:26:00 
12:22:00 
15:39:00 
16:02:00 
19:16:00 
03:34:00 
14:15:00 
02:08:00 
08:15:00 

02:02:00 
10:57:00 
12:34:00 
15:49:00 
16:09:00 
19:32:00 
03:43:00 
14:31:00 
02:14:00 
08:27:00 

01:53:00 
10:53:00 
12:29:00 
15:47:00 
16:07:00 
19:23:00 
03:40:00 
14:25:00 
02:11:00 
08:23:00 

08/11/13 

C1.1 
X1.1 
C6.0 
C5.7 
C1.4 
M2.3 

11887 
11890 
11890 
11891 
11891 
11891 

18:16:00 
04:20:00 
16:21:00 
02:33:00 
07:38:00 
09:22:00 

18:27:00 
04:29:00 
16:29:00 
02:46:00 
08:18:00 
09:31:00 

18:21:00 
04:26:00 
16:26:00 
02:40:00 
07:57:00 
09:28:00 

09/11/13 

C1.7 
C2.6 
C1.2 
C1.6 
C1.6 
C1.4 
C1.6 
C1.7 
C1.8 
C1.3 
C1.0 

11893 
11890 
11895 
11890 
11893 
11893 
11894 
11887 
11895 
11895 
11895 

00:00:00 
06:22:00 
13:54:00 
14:38:00 
15:27:00 
15:44:00 
16:14:00 
17:00:00 
17:28:00 
18:01:00 
19:28:00 

00:36:00 
06:47:00 
14:26:00 
15:13:00 
15:41:00 
15:58:00 
16:48:00 
17:20:00 
17:40:00 
18:09:00 
19:50:00 

00:19:00 
06:38:00 
14:08:00 
15:07:00 
15:33:00 
15:52:00 
16:27:00 
17:07:00 
17:34:00 
18:04:00 
19:40:00 

10/11/13 

C1.5 
C3.0 
X1.1 
C3.2 
C3.1 
C1.9 
C1.3 
C1.4 
C1.3 

11895 
11895 
11890 
11890 
11890 
11895 
11890 
11887 
11895 

01:47:00 
03:30:00 
05:08:00 
09:18:00 
12:47:00 
15:12:00 
17:08:00 
17:41:00 
18:48:00 

02:00:00 
03:49:00 
05:18:00 
09:48:00 
12:58:00 
16:12:00 
17:33:00 
17:48:00 
18:58:00 

01:52:00 
03:40:00 
05:14:00 
09:27:00 
12:52:00 
15:47:00 
17:25:00 
17:45:00 
18:55:00 

 



Известия Национальной академии наук Республики Казахстан  
  

222

В период с 1 по 10 ноября были зарегистрированы 3 мощных солнечных вспышек, сопровож-
дающиеся рентгеновским всплеском класса Х, 8 солнечных вспышек класса М и 73 вспышек 
класса С. Регистрация солнечных вспышек проводится целой сетью космических обсерваторий: 
телескопами на борту американской обсерватории SDO, зарегистрировавшими начало выброса, 
коронографами LASCO на борту европейской станции SOHO, а также обеими спутниками 
STEREO (США), находящимися сейчас на гигантском расстоянии в сотни миллионов километров 
от нашей планеты 
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2013 ЖЫЛДЫҢ 1–10 ҚАРАША АРАЛЫҒЫНДАҒЫ КҮН ЖАРҚЫЛЫНЫҢ БАҚЫЛАУЫ 
 

Осы мақалада 2013 жылдың 1–10 қарашасында тіркелген күн жарқылдарының бақылауы жүргізілді. Осы 
күндері тіркелген күн жарқылдарының кысқаша талдамасы жүргізілді, сонымен қатар күн жарқылының 
уақыт ұзақтылығы жəне максимумы Бүкіл əлемдік уақытта көрсетілген. 

Тірек сөздер: күн жарқылы, рентген сəулесі. 
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MONITORING SOLAR FLARES IN THE DURING OF 1-10 NOVEMBER 2013 
 

In this paper was monitored solar flares registered in the period 1-10 November 2013. Was given brief analysis 
of solar flares registered in these days, also has shown the duration of time and peak of solar flares in Universal time. 
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РОЛЬ НУКЛОННЫХ ПАР В ОБРАЗОВАНИИ  

КОЛЛЕКТИВНЫХ ВОЗБУЖДЕНИЙ В АТОМНЫХ ЯДРАХ 
 

Аннотация. Низко энергичные коллективные состояния сферических ядер описываются в фермионном 
SD-парном пространстве. Гамильтониан системы в таком обрезанном пространстве отображается в бозон-
ный. Параметры модели взаимодействующих бозонов вычисляются как матричные элементы фермионных 
операторов, теория приложена к изучению структуры изотопов Cd.  

Ключевые слова: атомное ядро, спектры, нуклонное взаимодействие. 
Тірек сөздер: атом ядросы, спектрлер, нуклондық əсерлесу.  
Keywords: atomic nucleus, the spectra, nucleon interaction. 
 
Теоретическое исследование низко энергичных мод в ядерных возбуждениях посредством 

фермионных степеней свободы является важной и интересной задачей физики. Однако, решение 
этой задачи в полном оболочечно-модельном пространстве, в настоящее время, представляет собой 
очень сложной проблемой из-за громоздкости оболочечного пространства. Поэтому, в последние 
годы предложены методы обрезания Гильбертового пространства для много-нуклонных систем, до 
некоторого приближенного «коллективного» подпространства с относительно малым числом 
степеней свободы [1–4]. Но такое подпространство должно обеспечить описание основных свойств 
низколежащих состояний изучаемых систем.  

Известно, что для удовлетворительного описания низкоэнергичных коллективных состояний 
ядер в феноменологической теории взаимодействующих бозонов (МВБ) [5, 6] ограничивается уче-
том только s и d бозонов, обладающих самыми меньшими внутренними спинами. В соответствии с 
этим мы попытались выделить в нуклонном пространстве также только S и D-парные нуклонное 
подпространство, с тем, чтобы впоследствии перевести эти пары в s и d-бозонные образования. В 
качестве отображения фермионных парных состояний в бозонные используется метод Отсуки – 
Аримы – Якелло (ОАЯ) [2]. В таком S,D-фермионно-парном пространстве гамильтониан системы 
легко воспройзводит спектры и вероятности электромагнитных переходов в коллективных 
состояниях ядер [3–5]. Тем самым можно микроскопически обосновать феноменологическую 
МВБ. При этом свободные параметры МВБ вычисляются как фермионные матричные элементы 
парных сил взаимодействия между нуклонами.  

Теория приложена к изучению свойств четных сферических изотопов 108.110.112.114Cd. 
Формулировка модели. Сначала запишем полный оболочечно-модельный гамильтониан: 

int0 HHH += , 

∑ +=
α

αααε ccH 0 , 

∑∑ +=
abcd JM

JMJMJ cdAabAabcdCH )()()(int ,                                (2.1) 

в которых +
αc  и αc  – операторы рождения и уничтожения нуклонов в одночастичных состояниях 

α. Величины α определяют набор квантовых чисел (n,l,j,m). JG,αε  – значения одночастичной 
энергии и амплитуды парного взаимодействия. Нуклонные парные операторы выражаются в виде:  

( ) ,
1

1, ++∑+
= b

mm
bbaa

ab

ccJMmjmjJMabA
ba

αδ
                                      (2.2) 

Из таких нуклонно-парных операторов выделим операторы S и D пар:  
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( )∑ ++ =
j

j jjAS 00,α , 

( )JMjjAD
jj

jj 21
21

21

++ ∑= β ,                                                        (2.3) 

в которых αj и 
21 jjβ  – нормированные амплитуды операторов пар, образованных на разных орби-

тах. Такие корреляционные амплитуды определяются решением уравнений БКШ и Тамма–Донкова 
типа: 

[ ] 0)(0)(,
2121

JMEDJMDH jjjj =                                       (2.4) 
При отображении фермионных пар в бозонные методом ОАЯ в обрезанном подпространстве 

строется когерентные пары (2.3) из валентных нуклонов (или дырок) с угловыми моментами 
,(0 SJ +=π -пары) и DJ (2+=π -пары) в виде функций: 

( )[ ] 0)(
J

M
NN

DS DS ++                                                             (2.5) 
где |0〉 – выражает волновую функцию замкнутых оболочек NS + ND = N сумма чисел S и D пар. SD 
– парные нуклонные состояния затем отображаются в sd – бозонные. Общий принцип отображения 
выражается эквивалентностью матричных элементов нуклонных операторов SD – состояний 
матричным элементам соответствующих бозонных операторов sd – бозонных состояний. В таком 
случае соответствующий МВБ – гамильтониан должен отобразится к известной форме:  

Bd
N VNEH ++= ε)(

0 ,                                                          (2.6)  
где 

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]{ }
[ ] [ ] [ ] [ ]{ })0()0()0()2(

02

4,2,0

)2()2()2()2(
12

)(

2
1

2
1)()(

2
1 )(

ddssssdd

dddSsdddddddCV
L

L
LB

L

++++

=

++++++

+

+++= ∑

ϑ

ϑ
  

В этих выражениях 2022 ,,, ϑϑε LC  – свободные параметры феноменлогического гамильтониана 
которые находятся, обычно, из сравнения вычисленных значений энергии состояний с их экспе-
риментальными величинами. 

Одним из главных особенностей микроскопического подхода к обоснованию МВБ заключается 
в том, что эти величины должны быть вычислены как матричные элементы операторов парного 
взаимодействия нуклонов, находящихся в состояниях типа (2.5).  

В частности, величина )(
0

NE  в (2.6) выражает коллективные энергии основного состояния 

0, =JS N  и является константой для данного ядра, т.е. 

0,0,0 === JSHJSE NNN  .                                                  (2.7) 

Энергии возбужденных состояний должны отсчитывается от этого основного уровня ядра. Но 
следует помнить, что при вычислении энергий связи, эти величины должны рассматриваться как 
точные. 

Энергия возбуждения одной D-пары (одного d-бозона) равна  

0
11 2;2; EjDSHJDS NN −=== −−ε                                           (2.8) 

Константа взаимодействие D-пар межу собой:  
2222 ,; DSHLJDSC NN

L
−− ==< ;  NEJ 022 −−>= ε                             (2.9) 

а также константы 
22

,20 ϑϑ -взаимодействия S и D пар выражаются в форме;    

22
22 1

1 DS
N

N −

−
= ≺ϑ >== − 2:2 1 JDSHJ N

,     

22
20 )1(

2 DS
NN

N −<
−

=ϑ >== − 0:0 22 JDSHJ N

.                                (2.10) 
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Во всех этих выражениях H представляет собой нуклонный Гамильтониан. 
Совершенно аналогично одображаются все одночастичные нуклонные операторы в бозонные. 

Например бозонный образ квадрупольного оператора Q= ).()2(2 ϕθYr  выражается в виде: 

)()( 21 ddqdssdqQQ B +++ ++=→  ,                                       (2.11) 
в котором коэффициенты q1 и q2 определяются как матричные элементы квадрупольного оператора 
в SD-парном нуклонном пространстве: 

>==<= − 0.2,
5
1 11

1 JSQJDS
N

q NN , 

=2q >==< −− 2.2,
5
1 111 JDSQJDS
N

NN  .                                  (2.12) 

Все эти величины вычисляются численно, если известно заданные одночастичные энергии 
состояний ядер, а также глубины, радиус парного взаимодействия нуклонов. 

С другой стороны можно указать на некоторые много частичные эффекты используя обоб-
щенный квазиспиновый формализм ,в случае когда валентная оболочка содержит вырожденные             
j-орбиты [6, 7]. В этом случае вводятся три квазиспиновые операторы, которые удовлетворяют 
коммутационным соотношениям алгебры Ли группы SU(2): 

[ ] :2 0, SSS =−+ [ ]=−+ 0.SS ±S∓  .                                         (2.13) 
В таком случае для системы одиночной j-орбиты легко найти следующие выражения: 

,
11

21
1 ><

Ω−

Ω−
>=< − DQD

N
SQDS

j

jNN  

.11

21
1 ><

Ω−

Ω−
>=< − DQD

N
SQDS

j

jNN                                       (2.14) 

Такую элементарную теорию можно обобщить для систем с большим числом орбит. Концеп-
ция формализма сеньорити помогает четко классифицировать возбужденные состояния и вводить 
SD-состояния как ортогональный базис обрезанного Гильбертового пространства а также понять 
микроскопическую формулировку МВБ. 

Применение теории к исследование структуры изотопов Кадмия. Изложенный подход мы 
применили к изучению структуры ядер 108.110.112.114Cd. 

Потенциалы нуклон-нуклонного взаимодействия выбраны в самом общем виде: 
cTssw UrrfSUUUV +++= ),()( 012π  ,                                      (2.15) 

где UW, US и UT – параметры Вигнеровского, сингулярного и тензорного взаимодействия, πS и S12 – 
операторы сингулярного и тензорного проектирования. f(r) – радиальная зависимость ядерных сил, 
выбранная в виде потенциала Гаусса, UC – Кулоновский потенциал. Вместо радиуса взаимо-
действия r0 вводится величина λ = r0/ρ, где ρ – «осцилляторный» радиус.  

 Эффективный потенциал нуклонного взаимодействия состоит из суммы pp,nn,np-сил:  
npnnpp VVVV ++= . 

Рассматриваемые ядра можно считать хорошими объектами для использования модели 
обобенной сеньорити. Протонные уровни являются дырочными состояниями с энергиями связи 

=)1( 2/3pε -7,11Мэв, =)0( 2/9gε -6,20 Мэв. 
В качестве параметров протон-протонного взаимодействия Vpp взяты из работ [8]: ,7.0=λ  

25−=WU Мэв, 30−=SU Мэв, 7=TU Мэв. 

Одночастичные нейтронные уровни ядер rS91  приняты как низколежащие нейтронные 
состояния рассматриваемых ядер с энергиями связи (в Мэв): ,0)1( 2/5 =dε  ,38.0)2( 2/1 =Sε  

72.0)2( 2/3 =dε , ,02.1)0( 2/7 =gε  31.1)0( 2/11 =hε . 
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Параметры нейтронного потенциала также взяты из работ [8] (в Мэв): ,7.0=λ  ,18−=WU  
12−=SU , 3=TU Мэв. 

В таблице 1 приведен энергетический спектр уровней изотопов Cd при выше приведенных 
параметрах взаимодействия нуклонов. 

 
Таблица 1 
 

108Cd 110Cd 112Cd 114Cd 
πI  

Эксп. Вычис. Эксп. Вычис. Эксп. Вычис. Эксп. Вычис. 
+
g0  0 0 0 0 0 0 0 0 

+
g2  0,63 0,62 0,66 0,65 0,62 0,60 0,56 0,55 

+
g4  1,51 1,47 1,54 1,48 1,42 1,36 1,28 1,25 

+
g6  2,54 2,43 2,48 2,31 2,17 2,12 1,99 1,78 

+
g8  3,68 3,42 3,22 3,14 2,88 2,71 2,67 2,54 

+
g10  – 4,15 – 3,72 3,68 3,42 – 3,22 

+
β0  1,38 1,22 1,47 1,31 1,22 1,14 1,13 1,03 

+
β2  1,91 1,69 1,78 1,68 1,47 1,39 1,36 1,29 

+
β4  – 2,34 2,23 2,12 – 1,64 1,73 1,65 

+
γ2  1,60 1,46 1,48 1,39 1,31 1,22 1,21 1,12 

+
γ3  2,24 2,15 2,16 1,99 2,06 2,00 1,86 1,74 

+
γ4  2,82 2,70 2,56 2,43 – 2,71 1,93 1,85 

+
γ5  – 3,34 2,93 2,71 – 3,40 2,90 2,75 

В первой колонне приведены спины и четности основной и β, γ-полос спектра. 
  
Как видно из таблиц с ростом спинов отличие значений энергии начинает расти. Это связано не 

только с изменение формы ядра, но и также не учетом вкладов бозонов с более высокими угловых 
моментов. 

В таблице 2 проведены сравнения вычисленных величин относительной вероятности электро-
магнитных Е2 переходов В (Е2) с их экспериментальными значениями [10].  

 
Таблица 2 
 

108Cd 110Cd 112Cd 114Cd 
Переходы 

Эксп. Вычис. Эксп. Вычис. Эксп. Вычис. Эксп. Вычис. 

++ → gg 02
 

0,09±0,004 0,12 0,09±0,004 0,13 0,1±0,004 0,11 0,1±0,004 0,1 

++ → gg 24  0,12±0,02 0,14 – 0,15 – 0,15 0,021±0,002 0,03 

++ → g02γ  0,006±0,0008 0,015 – 0,02 0,002±0,0003 0,003 0,002±0,0003 0,005 
 

++ → g22γ  0,06±0,02 0,11 – 0,14 0,15±0,02 0,20 0,09±0,02 

 
0,12 

 
++ → g02β  – 0,005 0,004±0,0006 0,005 0,0011±0,0002 0,002 0,005±0,0005 0,004 

 
++ → gg 02

 

– 0,2 0,1±0,03 0,15 0,022±0,005 0,03 – 0,05 
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Теория вполне удовлетворительно передает эти относительные величины вероятности γ-пере-
ходов, что показывает, что мы получили довольно хорошее разложение волновых функций по 
состояниями ядер. 

В заключение отметим, что для описания структуры нижних состояний сферических ядер в 
области ядер среднего атомного веса данное SD-парное приближение хорошо соответствует по-
ставленной задаче. Но при включении более высоких уровней этих ядер, по-видимому, приходится 
учесть нуклонные пары с высокими угловыми моментами. 

Работы выполнены при поддержке гранта МОН РК ИПС-5. 
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АТОМ ЯДРОСЫНДАҒЫ КОЛЛЕКТИВТІ ҚОЗУДАҒЫ  

ҚОСАРЛАНҒАН НУКЛОННЫҢ РӨЛІ 
 

Сфералық ядролардың төменгі энергиялық коллективтік күйлері SD-қосақты кеңістікте зерттелген. 
Осындай ықшамдалған фермион кеңістігіндегі Гамильтониан бозон түрінде келтірілген. Əсерлесуші бозон-
дар үлгісінің параметрлері фермиондық операторлар матрицалық элементі түрінде есептелген. Теория Cd 
изотоптары құрылысын зерттеуге қолданылған. 

Тірек сөздер: атом ядросы, спектрлер, нуклондық əсерлесу.  
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ROLE IN EDUCATION NUCLEON PAIRS OF COLLECTIVE EXCITATIONS  
IN ATOMIC NUCLEI 

 
Low energetic collective states of spherical nuclei are described in the fermion pair SD-space. Hamiltonian of 

the system in such a cropped space is displayed in the boson. Parameters of the model of interacting bosons are 
computed as matrix elements of fermion operators, the theory is applied to the study of the structure of isotopes Cd.  
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ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ ПОТЕРИ РЕЛЯТИВИСТСКИХ ИОНОВ  

В НЕИДЕАЛЬНОЙ ПЛАЗМЕ 
  
Аннотация. Энергетические потери релятивистских ионов в водородоподобной плазме рассмотрены с 

использованием метода моментов. Исследована модифицированная формула Бете-Ларкина для тормозной 
способности, учитывающая влияние электрон-ионных корреляций в плазме и получены оценки для асимпто-
тической формы тормозной способности для релятивистских частиц. Статические характеристики плазмы 
рассчитывались из решения уравнения Орнштейна-Цернике в гиперцепном приближении с использованием 
потенциала Дойча.  

Ключевые слова: кулоновская система, тормозная способность, релятивистские скорости, правила 
сумм, метод моментов. 

Тірек сөздер: кулон жүйесі, тежелу қабілеті, релятивистік жылдамдықтар, қосындылар ережелері, мо-
менттер əдісі. 

Keywords: coulomb systems, stopping power, relativistic velocities, sum rules, method of moments. 
 
Введение. Изучение процессов торможения заряженных частиц движущихся в различных 

средах представляет значительный интерес во многих областях физики, таких, как ядерная физика, 
физика конденсированного состояния и физика плазмы. В 1930 г. Бете вывел формулу для потерь 
энергии быстрой частицей, предполагая, что атомы среды ведут себя как квантовомеханические 
осцилляторы [1]. Позже, Ларкин [2] показал, что в случае, когда быстрые ионы пронизывают 
электронный газ, применима аналогичная формула, но с заменой средней частоты возбуждения на 
плазменную частоту 

pω : 
2 22ln ,

F

p p

p

Z edE m
dx υ υ

ω υ
υ ω

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟

⎝ ⎠ =
                                                      (1) 

где pZ e  и υ  – заряд и скорость частицы, ( )1/22= 4 /p e en e mω π , тв – масса электрона. По следую-

щим двум главным причинам, именно эта формула применяется для определения концентрации 
электронов пв в плазме опытным путем: во-первых, в системе заряженных частиц потери энергии 
имеют место главным образом из-за свободных электронов [3-5]; во-вторых, такая техника 
подходит для диагностики горячей и плотной плазмы ( 1910en 3cm− ), в условиях которой 
большинство других экспериментальных методов терпят неудачу [5]. 

Ранее было показано [6], что в полностью ионизованной водородной плазме со слабоза-
тухающией ленгмюровской модой, плазменная частота в кулоновском логарифме должна быть 
заменена значением ( )L kω  в длинноволновом приближении: (0) 1L p Hω ω= +  с 

(0) / 3 ( (0) 1) / 3ei eiH h g= = − , где ( )eig r  – электрон-ионная радиальная функция распределения. 
Эта поправка может иметь дальнейшее практическое значение, особенно, с учетом результатов 
исследований [4], в которых была рассмотрена возможность выделения роста тормозной способ-
ности плазмы в связи с увеличением ее плотности. Она также позволит непосредственно 
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исследовать корреляционные эффекты в плазме с высокой плотностью энергии, например, в 
плазме, изучаемой в астрофизике и физике космоса, в плазме внутренних слоев планет, в плазме 
инерциального синтеза, металлов и, в целом, в плазме конденсированного состояния вещества. 

Оставляя в стороне потери на ионизацию, для расчета энергетических потерь быстрой частицы, 
проходящей сквозь кулоновскую систему, мы используем поляризационный формализм, который 
становится более точным с увеличением кинетической энергии частицы. В 1959 году Линхард 
получил выражение, связывающее потери энергии за счет поляризации с диэлектрической 
функцией среды [7]. Это выражение может быть обобщено с применением золотого правила 
Ферми [8–10]: 

( )
( )

( )

( ) ( )( )
2

1
2

0

2
= , ,

k
p

B
k

Z edE dk n Im k d
dx k

α

α

ω ω ε ω ω
πυ

∞ +
−

−

− −∫ ∫              (2) 

( ) 2= / 2k k k Mα υ± ± += , где M масса налетающей частицы (M >> m), и 

( ) ( )( ) 1
= 1 expBn ω β ω

−
− − = *, 1β −  – температура системы в энергетических единицах. Рассматри-

вается незамагниченная кулоновская система, поэтому диэлектрическая функция зависит лишь от 
модуля волнового вектора. Выражение (2) применимо только если взаимодействие между частицей 
и плазмой такое слабое, что оно может быть рассмотрено как линейный эффект и если 
релятивистские эффекты во внимание не берутся, т.е. она применима когда энергетические потери 
налетающей частицы значительно меньше ее кинетической энергии, которая, в свою очередь, 
предполагается заметно меньшее ее энергии покоя**. 

Мы предполагаем, что связь между частицой и плазмой мишени можно рассматривать по 
теории возмущений, при этом не накладывая никаких ограничений на значение параметра связи в 
плазме, 2= /e aβΓ  ( 1/3= (4 / 3)ea nπ −  – это радиус Вигнера – Зейца), однако при условии, что 
плазма остается в жидкой фазе***. Моделирование диэлектрических характеристик неидеальной 
плазмы представляет собой трудную задачу, так как характерные длины, радиус Вигнера-Зейца, 
длина де Бройля и радиус Дебая одного порядка, (в неидеальной плазме 2 2/ 3 1Da λΓ = ≥ , что 
делает такие подходы как ПХФ неприменимыми), а, в то же время, электронная подсистема 
вырождается.  

В последнее время возникла проблема оценки энергетических потерь релятивистских протонов 
[13] и целью нашей работы является определение релятивистских поправок к асимптотической 
форме потерь энергии быстрыми частицами в неидеальной водородоподобной плазме, найденными 
точными и приближенными соотношениями метода моментов. Это и является основной целью 
работы.  

Теоретическое введение. Наш диэлектрический формализм основан на методе моментов [14–
16], который позволяет определить диэлектрическую функцию ( , )kε ω  по первым известным 
сходящимся правилам сумм. Под правилами сумм мы понимаем, конкретно, степенные частотные 
моменты функции потерь (ФП) плазмы, 

 
( ) ( )1 1, = ,k Im kω ω ε ω− −−L , 

определяемые как  

( )1( ) = , , = 0,1, .C k k dν
ν π ω ω ω ν

∞−

−∞∫ …L
 

 
Из-за четности ФП, нечетные моменты равны нулю. С другой стороны, четные моменты 

определяются статическими характеристиками системы. 
                                          

* Заметим, что  ( ) ( ) 1.B Bn nω ω+ − =  
** Например, в экспериментах, представленных в [3, 4, 5], температура плазмы была порядка нескольких эВ, а 

налетавшие ионы (протоны и дейтроны) имели энергию примерно равную 1 МэВ. 
*** Известно, что неидеальная плазма кристаллизуется при высоких, порядка 170, значениях параметра связи Г. 
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Формула Неванлинны теории моментов позволяет построить диэлектрическую функцию, 
которая удовлетворяет правилам сумм 2

2 =0{ }C ν ν  [14] автоматически: 
2

1
2 2 2 2

2 1

( )
( , ) = 1 ,

( ) ( )
p z q

k z
z z q z

ω
ε

ω ω
− +

+
− + −                                             

 (3) 

где ( ) ( )2 2 2 2
1 1 2 0 2 2 4 2= = / , = = / ,k C C k C Cω ω ω ω  для любой = ( , )q q k z , аналитической в верх-

ней полуплоскости > 0Imz , где ее мнимая часть положительна; кроме того она должна обладать 
следующим предельным свойством: ( ( , ) / ) 0q k z z → , когда z → ∞  при > 0Imz . 

После прямых вычислений для частотных степенных моментов [17, 14, 16] получаем:  
1 2

0 2

4
4

( ) = (1 ( ,0)), ( ) = ,

( ) = (1 ( ) ( ) ),
p

p

C k k C k

C k K k U k H

ε ω

ω

−−

+ + +
 

где 

( )( )22 2 2 4 2( ) = / 2 /e pK k k k mυ ω+ = . 

Средний квадрат электронной скорости выражается как 
2 3/2

3/2

3 ( )
e

F
m D

ηυ
β

= , 

где 

0

( )
exp( ) 1

xF dx
x

ν

ν η
η

∞

=
− +∫  

есть интеграл Ферми порядка ν , а η βµ=  безразмерный химический потенциал электронной 
подсистемы, который должен быть определен из условия нормировки 

3/2
1/2

2( )
3

F Dη = , 2 2 2/3(3 ) / 2F eD E n mβ β π= = = . 

Последние два слагаемых в четвертом моменте возникают из-за вклада взаимодействия в 
гамильтониан системы и могут быть выражены через парциальные статические структурные 
факторы ( )abS k , , ,a b e i= : 

( ) ( ) ( )( ) ( )12 2

0

= 2 1 , ,e eeU k n p S p f p k dpπ
∞

−
−∫  

( ) 12 2

0

6 ( )e eiH n p S p dpπ
∞

−
= ∫ , 

где мы ввели функцию  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2 3, = 5 /12 / 4 ln / / 8 .f p k p k k p p k p k pk− + − + −  

В модифицированном ПХФ поправка H  в определяется как [14]: 

( )
1/ 2

24 Г 3 Г +4 +4Г 3 1+Z
3 s s sH Zr Z r r

−
⎡ ⎤= ⎣ ⎦

,     

где /
0.543s Br a a

D
Γ

= =  – безразмерный параметр плотности Бракнера. Первая характерная 

частота в таком приближении равна плазменной: 2 2
1 pω ω= .  

Модифицированная формула Бете–Ларкина. Выберем модельную функцию q, удовлетво-
ряющую указанным условиям, но которая позволит выполнить расчеты тормозной способности 
аналитически. Если взять просто ( , ) = 0q k iω + , то мы получим следующее (каноническое) решение 
рассматриваемой задачи моментов: 
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( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
2 1 1

2 22 2
0 2 2

,
= ,

2
k

C k
ω ω ω ωδ ω δ ω ω δ ω ω

π ω ω
−

+ − + +⎡ ⎤⎣ ⎦
L                            (4) 

Физически (4) описывает незатухающие коллективные моды, включая гидродинамический 
диффузионный процесс [20], которому соответствует дополнительный центральный пик в спектре 
флуктуаций плотности. Применимость этого выражения оправдано при условии, что затухание 
коллективных возбуждений достаточно мало так, что они являются основными каналами передачи 
энергии от налетающих частиц плазме. Если подставить выражение (4) в формулу Линхарда (2), то 
получим: 

( )2

2
2

1

ln ,
F

pZedE k
dx kυ υ

ω
υ

−                                                        (5) 

где предельные волновые числа k1 и k2 таковы, что при / Fυ υ → ∞  выполняется неравенство 

( )20 < <k kω υ , а ( )2 kω  понимается как частота ленгмюровской моды с законом дисперсии ( )L kω . 
Для слабо неидеальной плазмы действует закон дисперсии ПХФ, в котором корреляционными 
вкладами пренебрегают: 

( )( )1/222 2 2 2 4( ) = / 2 .L p ek k k mω ω υ+ + =      

Тогда, при асимптотически больших v , имеем 1 = /pk ω υ , 2 = 2 /k mυ = , и мы возвращаемся к 

результату Бета – Ларкина [1, 2]. Отметим, что в вышеупомянутом неравенстве для 2ω  мы предпо-

ложили, что 2 / 2k k Mυ = , что эквивалентно пренебрежению величинами порядка m/M. 
Похожие термины были опущены в приведенном выше выражениях для моментов C2 и C4.  

Для того чтобы учесть кулоновские и обменные взаимодействия в системе аналитически, 
можно использовать для электрон-электронного вклада в U(k) дальнюю и ближнюю ассимптотики: 

 ( ) ( ) ( )2 2 20 / , 0 / 3,ee p eeU k k U k hυ ω→ − → ∞ −   

где 2 = 4 / (15 )ee eeE nmυ − , определяется плотностью энергии eeE  электрон-электронных 
взаимодествий в плазме [10], а ( )0eeh  равна предыдущему выражению для U(k), но с функцией                 
f (p,k), замененной на единицу. Если мы интерполируем закон дисперсии плазменных мод как  

( )( )1/222 2 2 4( ) = / 2 ,L pk wk k mω ω + + =  

где [10] 

3/2
2 2 2

3 0.9052
4 0.9052 2 0.63222 2

15 10.6322e ee ew
m

υ υ υ
β

⎛ ⎞
−⎜ ⎟Γ ⎜ ⎟= − = − +

+ Γ⎜ ⎟+ Γ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

то предельное волновое число k1 при / Fυ υ → ∞  модифицируется как 
1 /pk ω υ′ ′=  с 

1p p Hω ω′ = +  так, что тормозная способность становится равной 
2 22ln .

1
p p

F p

Z edE m
dx Hυ υ

ω υ
υ ω

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟ +⎝ ⎠ =

                                                 (6) 

Поправка H в четвертом моменте C4(k) связана с электрон-ионными корреляциями в системе, 
она ответственна за повышение значения ленгмюровской частоты в длинноволновом пределе в 
двухкомпонентной плазме со слабозатухающей коллективной модой.  

В слабо неидеальной плазме, где Г << 1, поправка H незначительна, но в сильно неидеальной 
кулоновской системе можно было бы получить непосредственно H (или (0)eig ) с помощью той же 
экспериментальной методики совместно с уравнением (6). С другой стороны, если мы, например, 
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возьмем (0) 10eig =  и 2ln(2 / ) 10pmυ ω == , то тормозная способность расчитанная по классичес-

кой формуле Бете-Ларкина, уменьшается на ~7%, что указывает на то, до какой степени должна 
быть улучшена точность эксперимента. Кроме того, в качестве налетающих частиц могут быть 
использованы бикластеры [23]. 

Энергетические потери релятивистских частиц. Релятивистские поправки к формуле Линд-
харда изучались в [24]: 

( ) ( )
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22
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,
= , ,
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∫ ∫                (7) 

Можно легко увидеть, что, когда скорость света c → ∞  и M m , (7) переходит в (2). Теперь 
заметим, что 
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и что в связи с (4), 
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так что (7) упрощается: 
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В наших «точных» расчетах мы использовали следующее модельное выражение для функции – 
параметра Неванлинны в неканоническом решении задачи моментов (3): 

5 2 2
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                                    (9) 
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где ν  – статическая частота столкновений оценивалась с использованием интерполяционной 
формулы для статической проводимости [25].  

Мы провели численный анализ релятивистской формулы (8) по сравнению с (6), результаты 
представлены на рисунках 1–4. Статические характеристики плазмы оценивались при этом в ги-
перцепном приближении [26] с помощью эффективного потенциала Дойча. Верхние две линии 
представляют собой наши результаты для тормозной способности плазмы в отношении реля-
тивистских протонов, которые получены по приближенным формулам (выражения для параметров 
H, w и υ ), описанным в тексте, а, нижние две линии рассчитаны по точным соотношениям из [27]. 
Видно, что приближенные расчеты приводят к результатам, практически совпадающими с 
последними.  

Кроме того, мы провели расчеты по точным соотношениям [27] с асмиптотической формой 
функции – параметра Неванлинны (9) при бесконечной статической частоте столкновений. Как и 
следовало ожидать, в диапазоне скоростей налетающих частиц, представленном на рисунках 1–4 
эти результаты практически не отличаются от данных, полученных по модифицированной 
асимптотике Бете–Ларкина (8).  

 

  
 

Рисунок 1 – Абсолютная величина  
тормозной способности плазмы при Г = 10,8, rs = 2,5. 

 Сплошные линии – (8), пунктирные линии – (6) 

 
Рисунок 2 – Абсолютная величина  

тормозной способности плазмы при Г = 1,1, rs = 2,5.  
Сплошные линии – (8), пунктирные линии – (6) 

 

  
 

Рисунок 3 – Абсолютная величина  
тормозной способности плазмы при Г = 0,11 rs = 2,5.  
Сплошные линии – (8), пунктирные линии – (6) 

 
Рисунок 4 – Абсолютная величина  

тормозной способности плазмы при Г = 0,5, rs = 5,4.  
Сплошные линии – (8), пунктирные линии – (6) 
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Заключение. В настоящей работе мы исследовали модифицированную формулу Бете-Ларкина 
для тормозной способности двухкомпонентной водородоподобной неидеальной плазмы с учетом 
электрон-ионных столкновений. Мы получили оценки для асимптотической формы тормозной 
способности для очень быстрых релятивистских частиц. При этом были использованы известные 
результаты теории моментов в применении к исследованию динамического отклика кулоновских 
систем, а именно, правило сумм на нулевой частоте, правило f-сумм и правило сумм четвертого 
момента, а также флуктуационно-диссипативная теорема и правило сумм для сжимаемости. Этот 
общий результат представляет собой некое новое правило сумм для расчета или численной оценки 
энергетических потерь быстрой налетающей частицы при любой модели диэлектрической 
функции, удовлетворяющей вышеуказанным условиям не только в области физики плазмы, но и в 
физике конденсированных сред, таких как электронный газ, а также в других многокомпонентных 
системах заряженных частиц. Проведены также контрольные расчеты тормозной способности в 
различных приближениях и результаты оказались вполне согласованными.  
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ИДЕАЛ ЕМЕС ПЛАЗМАДАҒЫ РЕЛЯТИВИСТІК ИОНДАРДЫҢ ЭНЕРГЕТИКАЛЫҚ ШЫҒЫНДАРЫ 

 

Моменттер əдісін қолданып сутегі тектес плазмада релятивистік ауыр иондардың энергетикалық шы-
ғындары қарастырылды. Тежелу қабілеттілігі үшін модифицирленген Бете-Ларкин формуласы зерттелінді 
жəне плазмадағы электрон-иондық əсер ету ескерілді жəне релятивисті бөлшектер үшін тежелу қабілетінің 
асимптотикалық форманың бағалары алынған. Плазманың статикалық сипаттамалары Дойч потенциалын 
қолданып, гиперцепті жуықтаудағы Орнштейн-Цернике теңдеуінің шешімі арқылы есептелінді.  

Тірек сөздер: кулон жүйесі, тежелу қабілеті, релятивистік жылдамдықтар, қосындылар ережелері, 
моменттер əдісі. 
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ENERGY LOSS OF RELATIVISTIC IONS IN NONIDEAL PLASMAS 

 

We consider collisional hydrogen-like plasmas. The energy loss of relativistic heavy ions is analyzed within the 
method of moments applied to the study of the dynamic response of Coulomb systems. The modified Bethe-Larkin 
formula for the stopping power is investigated, which takes into account the influence of electron-ion correlations in 
the plasma and estimates for the asymptotic form of the stopping power for relativistic particles are obtained. Static 
characteristics of the plasma are calculated by solving the Ornstein-Zernike equation in the HNC approximation 
using the Deutsch potential. 

Keywords: coulomb systems, stopping power, relativistic velocities, sum rules, method of moments. 
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ДАВЛЕНИЕ ПЫЛЕВОЙ КОМПОНЕНТЫ ПЛАЗМЫ  

СЛОЖНОГО СОСТАВА 
 

Аннотация. Исследование свойств пылевой плазмы является стремительно развивающимся научным 
направлением. Пылевая плазма встречается в природе (хвосты комет, кольца планет, космические туман-
ности и др.), также пылевая плазма активно исследуется в лабораторных условиях (теромядерные установки, 
плазменные технологии, газовые разряды). На сегоднящний день термодинамика пылевой плазмы вызывает 
большой интерес у многих ученых. Но, несмотря на это, экспериментальных работ, связанных с опреде-
лением уравнения состояния пылевой плазмы, не много. В свою очередь, давление пылевой плазмы, являясь 
макроскопическим параметром системы, зависит от микроскопических характеристик системы. В связи с 
этим развитие экспериментальных и теоретических методов исследования в области термодинамики 
пылевой плазмы является актуальной задачей. 

Ключевые слова: эффективный потенциал, пылевая плазма, уравнение состояния, радиальная функция 
распределения. 

Тірек сөздер: нəтижелі əлеует, тозаңды плазма, күй теңдеуі, радиалды таралу функциясы. 
Keywords: effective potential, dusty plasma, equation of state, radial distribution function. 
 
В работе расчитывается поправка, обусловленная взаимодействием заряженных частиц, к 

термодинамической функции, такой как давление пылевой плазмы, с помощью радиальных функ-
ций распределения пылевых частиц.  

Радиальные функции распределения определяются следующим выражением:  
( ) exp( ( ) / ),Bg r r k Tαβ αβ= −Φ                                                      (1) 

где ( )rαβΦ  – эффективный потенциал взаимодействия частиц сортов α и β.  
В качестве потенциала взаимодействия пылинок использовался эффективный потенциал взаи-

модействия частиц, полученный в работах [1, 2]: 

( ) ( ) ( )1 2 2

1 ,ijeZm
r Ah K r Bh K r

r r
Φ = + +⎡ ⎤⎣ ⎦

                                               
 (2) 

где h, A, B, K1 и K2 коэффициенты, которые определяются следующими выражениями: 
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Рисунок 1 – Эффективный потенциал взаимодействия пылевых частиц 

 
Данный потенциал взаимодействия был получен на основе теории линейного диэлектри-

ческого отклика в приближении случайных фаз. Он описывает взаимодействие заряженных частиц, 
имеющих дипольный момент, с учетом эффекта экранировки на больших расстояниях. 

Радиальные функции распределения получаются двумя путями: аналитическим (на основе 
эффективного потенциала взаимодействия (2), рисунок 2) и экспериментальным (рисунок 3). 

Уравнение состояния плазмы определялось с помощью радиальных функции распределения 
посредством следующего выражения [3]: 

( ) ( ) 3

,0

2 ,
3id

r
P P n n g r r dr

r
αβαβ

α β
α β

π ∞ ∂Φ
= −

∂∑∫                                    (3) 

где id BP n k Tα
α

= ∑  – давление идеального газа. Для нахождения давления, обусловленной взаимо-

действием заряженных частиц, сначала использовались радиальные функции распределения, полу-
ченные аналитическим путем на основе формулы (1) с помощью эффективного потенциала взаимо- 

0 1 2 3 4 5
0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

3,0

3,5

κ=2

 Γ=120
 Γ=110
 Γ=38
 Γ=30
 Γ=21
 Γ=9
 Γ=5

g d
d(

R
)

R
 

Рисунок 2 – Радиальные функции распределения при различных значениях параметра связи,  
полученные по формуле (1) на основе потенциала (2) 
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Рисунок 3 – Радиальные функции распределения пылевых частиц, полученные по экспериментальным данным [4, 5] 

 
действия пылевых частиц (2) с дипольным моментом. Далее для сравнения использовались 
радиальные функции распределения, полученные на основе экспериментальных данных, а также 
результаты других работ с иным эффективным потенциалом взаимодействия. На рисунке 4 
приведены результаты численного моделирования и сравнения. 
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Рисунок 4 – Давление пылевой компоненты, обусловленной взаимодействием заряженных частиц:  
1 – результаты работы [6], 2 - результаты работы [3], 3 – результаты на основе потенциала (2),  

4 – результаты на основе экспериментальных данных 
 

Как видно из рисунка, результаты представленной работы в целом качественно согласуются с 
результатами компьютерного моделирования в работах [3, 6], особенно с результатами [3]. В ра-
боте [3] были также использованы экспериментальные данные по радиальным функциям. 

Заключение. Таким образом, показана возможность адекватного описания термодинами-
ческих свойств пылевой плазмы как с помощью аналитически найденной парной корреляционной 
функции на основе эффективного потенциала взаимодействия пылевых частиц с дипольным мо-
ментом, учитывающего экранировку на больших расстояниях, так и с помощью парной корреля-
ционной функции, полученной на основе экспериментальных данных. 
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КҮРДЕЛІ ҚҰРАМДЫ ПЛАЗМАНЫҢ ТОЗАҢДЫ ҚҰРАУШЫСЫНЫҢ ҚЫСЫМЫ 

 
Тозаңды плазманың қасиеттерін зерттеу ғылымның қарқынды дамып келе жатқан саласы болып табы-

лады. Тозаңды плазма табиғатта (кометалардың құйрықтарында, планеталардың сақиналарында, ғарыштық 
тұмандықтарда) кездеседі, сондай-ақ тозаңды плазма лабораториялық жағдайларда (термоядролық қондыр-
ғылар, плазмалық технологиялар, газдық разрядтар) белсенді зерттелуде. Қазіргі заманда тозаңды плазманың 
термодинамикасы көптеген ғалымдардың қызығушылығын тудырады. Бірақ, осыған қарамастан, тозаңды 
плазманың күй теңдеуін анықтайтын эксперименттік жұмыстар көп емес. Тозаңды плазманың қысымы, өз 
алдына жүйенің макроскопиялық параметрі бола отырып, жүйенің микроскопиялық сипаттамаларынан 
тəуелді. Осыған орай тозаңды плазманың термодинамикасы саласындағы эксперименттік жəне теориялық 
зерттеу əдістерінің дамуы өзекті болып табылады. 

Тірек сөздер: нəтижелі əлеует, тозаңды плазма, күй теңдеуі, радиалды таралу функциясы. 
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PRESSURE OF THE DUST COMPONENT OF COMPLEX PLASMA 

 
Investigation of the dusty plasma properties is becoming a quickly developing scientific branch. Dusty plasma 

can be found in nature (comet tails, rings of the planets, space nebula and etc.), at the same time dusty plasma is 
under active investigation in laboratory conditions (thermonuclear facility, plasma technologies, gas discharges). 
Nowadays thermodynamics of dusty plasma is of great interest for many scientists. In spite of that fact, there are not 
many experiments related with finding dusty plasmas’ equation of state. Pressure of dusty plasma being a macro-
scopic parameter of the system depends on the microscopic characteristics of the system. That is why the deve-
lopment of experimental and theoretical investigation methods of dusty plasmas’ thermodynamics is an actual task. 

Keywords: effective potential, dusty plasma, equation of state, radial distribution function. 
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(1ДТОО «Институт ионосферы», Алматы, Казахстан, 

2КазНУ им. аль-Фараби, Алматы, Казахстан) 
 

ВЛИЯНИЕ СПОРАДИЧЕСКИХ ПРОЯВЛЕНИЙ  
СОЛНЕЧНОЙ АКТИВНОСТИ НА АТМОСФЕРНОЕ ДАВЛЕНИЕ  

НА ВЫСОКОГОРНОЙ ТЯНЬ-ШАНЬСКОЙ СТАНЦИИ 
  
Аннотация. В работе исследовалось воздействие спорадических проявлений солнечной активности 

(выбросы корональных масс, солнечные вспышки) на атмосферное давление на основе экспериментальных 
данных высокогорной Тянь-Шаньской станции за 23-й цикл солнечной активности в рамках современных 
представлений о физических процессах в околоземном космическом пространстве, включающих солнечный 
ветер, межпланетное магнитное поле, магнитосферу. Установлено, что главным звеном в механизме влияния 
солнечной активности на изменение циркуляции в нижней атмосфере являются космические лучи. Опреде-
лено, что ~ 80% форбуш-понижений галактических космических лучей (ГКЛ) сопровождается понижением 
атмосферного давления на высокогорной станции спустя 1-3 суток независимо от геомагнитных условий. 
Изучение проблемы влияния солнечной активности на состояние нижней атмосферы (атмосферное давление) 
имеет практическую значимость, поскольку конечным результатом является возможность прогнозирования 
погоды с целью предупреждения ее негативных последствий. 

Ключевые слова: солнечно-земные связи, выбросы корональных масс, космические лучи, атмосферное 
давление. 

Тірек сөздер: күн-жер байланыстары, тəждік массаның шығарылуы, ғарыштық сəулелер, атмосфера 
қысымы. 

Keywords: solar-terrestrial relations, coronal mass ejections, cosmic rays, atmospheric pressure. 
  
Введение. За последние десятилетия наши знания продвинулись далеко вперед в понимании 

проблемы связи крупномасштабных атмосферных возмущений в нижней атмосфере, в частности, в 
атмосферном давлении с состоянием ближнего космоса, с солнечной активностью и вариациями 
потока космических лучей [1]. Эта проблема вызывала оживленную дискуссию вследствие того, 
что мощность атмосферных процессов на несколько порядков превышает поток энергии, вносимой 
в околоземное космическое пространство солнечным ветром [2]. Предложенные современные 
механизмы передачи и трансформации энергии от Солнца к атмосфере Земли устраняют это 
главное противоречие, и в настоящее время уже нет сомнений о реальности воздействия солнечной 
активности на нижнюю атмосферу и погоду [3-8]. Однако они не объясняют всего многообразия 
экспериментальных данных и взаимно противоречивы. До сих пор ни один механизм передачи 
возмущений от Солнца в нижнюю атмосферу Земли не признан всеобъемлющим, не получено уни-
версальных зависимостей атмосферных параметров от космофизических факторов, региональных 
условий, орографии. Поэтому исследования в этом направлении являются актуальными. Несом-
ненный интерес представляет воздействие спорадических проявлений солнечной активности (вы-
бросы корональных масс и солнечные вспышки) на атмосферное давление на уровне гор, которое 
является целью проводимого исследования. 

Экспериментальные данные, результаты исследования. Выброс корональных масс, СМЕ 
(от английского Coronal Mass Ejection), связан с мощным энерговыделением на Солнце. Это взрыв-
ное спорадическое явление, возмущающее состояние межпланетной среды (космическую погоду) и 
околоземного космического пространства может вызвать резкое понижение интенсивности 
галактических космических лучей (форбуш-эффект), развитие сильной геомагнитной бури и 
сопутствующие им события.  

Для исследования воздействия СМЕ на изменение атмосферного давления использовались 
следующие экспериментальные данные: скорость солнечного ветра и состояние межпланетного 
магнитного поля (ММП) из архивов NASA SPDF (Space Physics data facility), интенсивность 
нейтронной компоненты космических лучей (КЛ) и атмосферное давление, измеряемые на 
высокогорной станции космических лучей Института ионосферы (3340 м над уровнем моря), 
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значения геомагнитного поля (ГМП) в течение 23 цикла солнечной активности (1997-2008 гг.). Из 
аналитического обзора исследований последних лет следует, что наиболее вероятным путем 
воздействия солнечной активности на тропосферные процессы является модуляция потока галак-
тических космических лучей, способных проникать глубоко в атмосферу, вплоть до поверхности 
Земли. Поэтому основным критерием отбора событий для комплексного исследования являлось 
наличие форбуш-эффекта в интенсивности нейтронной компоненты космических лучей с 
величиной понижения равной или выше 3%. Таких событий было зафиксировано 62. Рассмотрим 
некоторые из них. На рисунке 1 (сверху вниз) представлены значения межпланетного и геомаг-
нитного полей, интенсивность нейтронной компоненты КЛ, атмосферное давление в ноябре 1997 г. 
и в октябре–ноябре 2003 г. 

 

      
 

Рисунок 1 – Значения межпланетного и геомагнитного полей,  
интенсивность нейтронной компоненты КЛ, атмосферное давление 

 
Во второй половине ноября 1997 г. на фоне медленного уменьшения интенсивности косми-

ческих лучей происходит ее резкий спад 22-го ноября. Скорость солнечного ветра повышается до 
600 км/с, а напряженность ММП до 28 нТл. Вариации атмосферного давления имеют положи-
тельную корреляцию с интенсивностью космических лучей. Минимум в давлении запаздывает 
относительно минимума в космических лучах на 12 часов. Глубина падения давления за двое суток 
составила 14 мб.  

Период наибольшей концентрации вспышечной активности 23-го цикла солнечной активности 
наступил в октябре-ноябре 2003 г., когда через видимый диск Солнца проходили сразу три боль-
ших вспышечно-активных групп солнечных пятен: одна в южном полушарии и две – в северном 
[9]. Скорость солнечного ветра в отдельные периоды превышала 1200 км/с, а напряженность меж-
планетного поля достигала 48 нТл. Наземная сеть нейтронных мониторов зарегистрировала 3 на-
земных возрастания солнечных космических лучей, самую значительную серию форбуш-эффектов 
в солнечном цикле, включающую гигантский эффект 29 октября, представленный на рисунке 1 
справа. В атмосферном давлении на высокогорной станции после форбуш-эффекта наблюдается 
устойчивое понижение с 686 до 676 мб и ниже. Столь значительные изменения атмосферного 
давления сравнимы с мощными тропосферными процессами. 

Интересны для исследования солнечно-земных связей и воздействия активных процессов на 
Солнце на нижнюю атмосферу Земли апрель и ноябрь 2001 г, январь 2005 г. и другие события ис-
следуемого цикла солнечной активности. Нами проанализированы все форбуш-эффекты в косми-
ческих лучах, зарегистрированные на высокогорной станции Института ионосферы в 23 цикле 
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солнечной активности с амплитудой модуляции ≥ 3%. В 80% спустя 0.5÷2 суток после понижения 
в космических лучах наблюдалось падение атмосферного давления. 

Если ключевым звеном в механизме воздействия спорадических проявлений солнечной 
активности на приземное атмосферное давление являются космические лучи, то солнечные вспыш-
ки должны вызывать повышение атмосферного давления на высокогорной станции. Однако в по-
давляющем числе солнечных вспышек на географической широте высокогорной станции, 43.02N, 
амплитуда наземных возрастаний интенсивности нейтронной компоненты космических лучей 
значительно меньше 1%. Жесткость геомагнитного обрезания частиц для Алматы равна 6.7 ГВ. 
Магнитосфера является препятствием для солнечных космических лучей для географической 
широты станции, поскольку их энергетический спектр гораздо мягче галактических. Исключением 
является вспышка 29 сентября 1989 г. 22-го цикла солнечной активности с жестким спектром. По 
данным мировой сети мониторов он был определен до 15 ГВ. На высокогорной станции амплитуда 
возрастания солнечных космических лучей составила 151 %. В динамике атмосферного давления 
на высокогорной станции после этой уникальной солнечной вспышки, как и ожидалось, наблю-
дается устойчивое повышение на ~ 10 мб вплоть до 4 октября, рисунок 2. Устойчивое понижение 
атмосферного давления после значительного (~10%) форбуш-эффекта 20 октября, также пред-
ставленного на этом рисунке, подтверждает сделанное выше заключение. 

 

 
 

Рисунок 2 – Значения интенсивности нейтронной компоненты КЛ и атмосферного давления после вспышки 29.09.1989г. 
 

Геомагнитные бури с внезапным началом и форбуш-эффекты являются следствием одних и тех 
же источников возмущений межпланетной среды – выбросов корональных масс. Поэтому зачастую 
в научных публикациях эти явления рассматривают неразрывно друг от друга, и возникает неодно-
значность в оценке главного звена в механизме воздействия спорадических явлений солнечной 
активности на атмосферное давление; геомагнитные бури или космические лучи. Известно доста-
точно много работ, в которых обосновывается связь магнитных бурь и изменений в циркуляции 
нижней атмосферы [10, 11]. В отклике магнитосферы и космических лучей на возмущения солнеч-
ного ветра есть общие черты, но есть и существенные различия [12]. Самое существенное различие 
в том, что форбуш-эффект определяется условиями в протяженной гелиосферной области, тогда 
как геомагнитная активность зависит от локальной ситуации вблизи Земли. Коэффициент корре-
ляции величины форбуш-эффекта и максимального Кр-индекса ~ 0,42, а с Dst-индексом еще мень-
ше. То есть далеко не всегда геомагнитные бури и форбуш-эффекты регистрируются на земной 
поверхности одновременно. В нашем каталоге форбуш-эффектов величиной ≥ 3% в 23 цикле 
солнечной активности только 53% сопровождались геомагнитными бурями и 80% понижением 
атмосферного давления. 

Мы рассмотрели динамику вариаций атмосферного давления в 23 цикле солнечной активности 
во время и после больших (БМБ) и очень больших магнитных бурь (К-индекс ≥ 6), когда форбуш-
эффект в космических лучах отсутствовал, либо его величина была меньше 3%. Таких событий 
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было 12. Закономерности, характерной для событий с форбуш-эффектами в космических лучах в 
этой выборке не установлено, рисунок 3. На рисунке вертикальные пунктирные линии соответ-
ствуют началу и концу магнитных бурь: в начале октября 2000 г была большая буря с К-индексом 
7, 19-20 марта 2001 г – очень большая буря с К-индексом 8. 

 

    
 

Рисунок 3 – Значения геомагнитного поля, интенсивности нейтронной компоненты КЛ и атмосферного давления  
в течение периодов, включающих БМБ и ОБМБ. 

 
Выводы. Таким образом, в результате экспериментального исследования на основе экспери-

ментальных данных высокогорной Тянь-Шаньской станции за 23-й цикл солнечной активности 
установлено, что главным звеном в механизме влияния спорадических проявлений солнечной 
активности (выбросы корональных масс, солнечные вспышки) на приземное атмосферное давление 
и на изменение циркуляции в нижней атмосфере являются космические лучи.  

В отличие от заключений в научных источниках, сделанных на основе анализа эксперимен-
тальных данных главным образом равнинных станций (отрицательная корреляция), вариации атмо-
сферного давления на высокогорной станции имеют положительную корреляцию с интенсив-
ностью космических лучей. Понижением атмосферного давления на высокогорной станции спустя 
1-3 суток сопровождалось ~ 80% форбуш-эффектов галактических космических лучей независимо 
от геомагнитных условий. Уникальная солнечная вспышка 1989.09.29 сопровождалось повыше-
нием атмосферного давления. 

Изучение проблемы влияния солнечной активности на состояние нижней атмосферы (атмо-
сферное давление) имеет практическую значимость, поскольку конечным результатом является 
возможность прогнозирования погоды с целью предупреждения ее негативных последствий. 

Работа выполнялась по проекту «Исследовать воздействие нестационарных явлений на среднеши-
ротные атмосферу и ионосферу». 
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БИІК ТАУЛЫ ТЯНЬ-ШАНЬ СТАНЦИЯСЫНДА АТМОСФЕРА ҚЫСЫМЫНА  
КҮН ҚАРҚЫМДЫЛЫҒЫНЫҢ КЕЗДЕЙСОҚ ҚҰБЫЛЫСТАРЫНЫҢ ƏСЕРІ 

 
Жұмыста жермаңы ғарыш кеңістігіндегі физикалық құбылыстарға қазіргі заманғы түсініктер төңірегінде 

(күн желі, планетааралық магнит өрісі, магнитосфера т.б.), күн қарқымдылығының 23-ші циклінде биік 
таулы Тянь-Шань станциясында алынған эксперимент мəндері негізінде атмосфера қысымына күн қарқым-
дылығының кездейсоқ құбылыстарының (тəждік массаның шығарылуы, күн жарқылдары) əсері зерттелді. 
Ғарыштық сəулелер – күн қарқымдылығының төменгі атмосфера циркуляциясының өзгерісіне əсері 
механизмінің негізгі түйіні болып табылатыны анықталған. Галактикалық ғарыштық сəулелердің Форбуш-
əсерінің ~80%-ында, геомагниттік жағдайға тəуелсіз түрде, 1-3 тəуліктен кейін биік таулы станциядағы 
атмосфера қысымының төмендейтіні анықталды. Күн қарқымдылығының атмосфераның төменгі күйіне 
(атмосфера қысымына) əсерін зерттеудің практикалық маңызы бар, себебі соңғы қорытындыда ауа райын 
болжауға жəне оның кері зардаптарын алдын ала білуге мүмкіндік береді. 

Тірек сөздер: күн-жер байланыстары, тəждік массаның шығарылуы, ғарыштық сəулелер, атмосфера 
қысымы. 
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IMPACT OF SPORADIC EVENTS OF SOLAR ACTIVITY  
ON THE ATMOSPHERIC PRESSURE AT HIGH-ALTITUDE TIEN-SHAN STATION 

 
The impact of sporadic events of solar activity ( coronal mass ejections , solar flares ) on the atmospheric 

pressure based on experimental data of high-altitude Tien Shan station studied. Found that the main link in the 
mechanism of the impact of solar activity on the change in the circulation in the lower atmosphere are cosmic rays . 
It is defined that ~ 80% of forbush- decreases of galactic cosmic rays are accompanied by a decrease in atmospheric 
pressure at high altitude station after 1-3 days independently of geomagnetic conditions.  
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НЕЛИНЕЙНЫЕ ВОЛНОВЫЕ ПРОЦЕССЫ  
В ДИССИПАТИВНЫХ МЕТАМАТЕРИАЛАХ 

 
Аннотация. Рассматривается процесс генерации второй гармоники в диссипативных метаматериалах, 

имеющих отрицательный коэффициент преломления на частоте фундаментальной волны и положительный 
коэффициент преломления на частоте волны второй гармоники. Изучается влияние потерь энергии на кри-
тическое значение фазовой расстройки, определяющее характер обмена энергией между фундаментальной 
волной накачки и волной второй гармоники. Показано, что концепция критического значения фазовой рас-
стройки качественно изменяется для среды с потерями, в частности, оно начинает зависеть от длины образца. 
Предлагается механизм компенсации потерь энергии волной второй гармоники с помощью параметри-
ческого усиления. 

Ключевые слова: метаматериал, генерация второй гармоники, фазовая расстройка, потери энергии. 
Тірек сөздер: метаматериал, екінші ретті толқынның генерациясы, фазалар ауытқуы, энергия жұтылуы.  
Keywords: metamaterials, second harmonic generation, phase mismatch, energy losses. 
 
Введение. Метаматериалы с отрицательным показателем преломления являются одними из 

наиболее необычных и широко известных представителей семейства структурированных мате-
риалов, основанных на резонансных явлениях [1-7]. Главное отличие таких материалов от обыч-
ных диэлектриков заключается во взаимной ориентации тройки фундаментальных векторов. В 
классических диэлектриках вектор напряженности электрического поля E, магнитного поля H и 
волновой вектор k являются право-ориентированными, а в метаматериалах эти вектора лево-
ориентированы [8-11]. Следствием левосторонней ориентации фундаментальной тройки векторов 
является противоположная ориентация векторов Умова-Пойнтинга S и волнового вектора k             
[12, 13]. Это означает, что в случае непрерывного излучения поток энергии и фазовая скорость 
направлены в противоположные стороны, а в случае волновых пакетов противоположную 
ориентацию имеют фазовая и групповая скорости.  

При взаимодействии излучения разных частот с метаматериалом, может оказаться так, что для 
одной спектральной области показатель преломления будет отрицательным, а для другой – 
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положительным. В данной работе рассматривается именно такая ситуация, приводящая к тому, что 
волна второй гармоники распространяется навстречу волне накачки. Это приводит к целому ряду 
новых эффектов по сравнению с процессом генерации второй гармоники в обычных материалах. В 
частности, не требуется выполнение идеального фазового синхронизма и даже существует целый 
набор значений фазовых расстроек, при которых происходит эффективная передача энергии от 
волны накачки к волне второй гармоники. Более того можно компенсировать потери энергии 
волной второй гармоники с помощью явления параметрического усиления света. 

Основные уравнения. В данной работе теоретически изучается нелинейное многоволновое 
взаимодействие в метаматериалах с отрицательным показателем преломления. Первым предста-
вителем такого взаимодействия волн является генерация второй гармоники, то есть появление 
волны на удвоенной частоте по сравнению с частотой волны накачки. Следует отметить, что 
генерация второй гармоники происходит при распространении волны только в нелинейных средах, 
в частности с квадратичной нелинейностью. 

Пусть показатель преломления метаматериала отрицателен на основной частоте ω падающей 
волны и положителен на частоте второй гармоники 2ω. Это в свою очередь означает, что основная 
волна накачки и волна второй гармоники должны распространяться в противоположных 
направлениях, так как фундаментальная тройка векторов является лево-ориентированной для 
волны накачки. 

Рассмотрим коллинеарный случай генерации второй гармоники. Выберем направление 
падающей на образец волны накачки за ось Z, тогда вторая гармоника будет распространяться в 
обратном направлении.  

Из уравнений Максвелла можно получить систему уравнений, описывающих распространение 
и взаимодействие трех волн в нелинейной квадратичной среде 2χ . Для того, чтобы описываемый 
процесс был более реальным, учтем и потери энергии. Тогда система уравнений будет иметь вид: 

*1
1 2 1 1 1

22
2 1 2 2 2

,

.

E i E E E
z
E i E i E E
z

κ α

κ α

∂
= − −

∂
∂

= − ∆ +
∂

                                                       (1) 

Здесь ∆ описывает фазовую расстройку, E1,2 − комплексные амплитуды фундаментальной волны и 
волны второй гармоники, 2 2 22 ( ) ( ) / ( ), 1,2j j j j jc k jκ πχ ω ω µ ω ′= =  обозначает коэффициенты связи 

для основной и второй гармоники, j jkα ′′=  − коэффициенты потерь.  

В силу того, что волны распространяются в противоположных направлениях, граничные 
условия задаются на разных концах образца и выглядят так: 

1 10 10 2(0) exp( ), ( ) 0,E e i E Lϕ= =                                                     (2) 
где 10 10,e ϕ  – амплитуда и фаза падающей на левый конец волны накачки.  

Далее с помощью замен 1 0 1( ),E I ε ζ=  2 0 2 1 2/ ( ),E I κ κ ε ζ=  0 2 1 ,z Iζ κ κ=  0 2 1 ,I κ κ∆ = ∆�
 

2
1,2 1,2 0 2 1 0 10 0 2 1, ,I I E l L Iα α κ κ κ κ= = =�  эту систему можно переписать в виде: 
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Комбинируя первые два уравнения из (3), получим: 

( ) ( )2 2 2 2
1 2 1 1 2 22 .ε ε α ε α ε

ξ
∂

− = − +
∂

� �                                              (4) 
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Это соотношение определяет, как градиент полного потока связан с диссипацией энергии в 
единицу времени в единице объема. Ее также можно рассматривать как дифференциальную форму 
соотношения Мэнли-Роу при наличии потерь. 

Если рассматривать интенсивность, то оказывается удобным записать систему (3) в виде: 
2

2 * *21
1 2 1 2 1 1

2
2 * *22
1 2 1 2 2 2

( ) 2 ,

( ) 2 .

i

i

ε
ε ε ε ε α ε

ζ

ε
ε ε ε ε α ε

ζ

∂
= − −

∂

∂
= − +

∂

�

�

                                                   (5) 

Выражения в скобках последней системы уравнении (5) описывает процесс обмена энергией 
между полями волны накачки и волной второй гармоники. Если выражение в скобках отрица-
тельно, то поток энергии идет в направлении от волны накачки к волне второй гармоники, а когда 
выражение в скобках положительно, то происходит обратный процесс. Обозначим выражение в 
скобках как функцию ( )Q ζ : 

2 2
2 * *2 1 2
1 2 1 2 1 1 2 2( ) 2 2 .lQ

ε ε
ζ ε ε ε ε α ε α ε

ζ ζ∆

∂ ∂
= − = + = −

∂ ∂� � �                            (6) 

С помощью выражения (6) будем определять достижение фазовой расстройкой величины 
критического значения. Если вдоль всего образца происходит передача энергии волны накачки к 
волне второй гармоники, то функция ( )Q ζ  должна быть отрицательна во всем интервале ζ . Тогда 
условием достижения фазовой расстройкой критического значения является (0) 0lQ∆ =�  и ( ) 0lQ l∆ =� . 

На рисунке 1 показаны кривые зависимостей критических значений фазовой рассройки от 
коэффициента потерь 1α�  для разных длин образца l1 = 1, l2 = 2. Только нижние ветки соот-
ветствуют реально наблюдаемому критическому значению фазовой расстройки (жирная сплошная 
линия для l1 = 1, пунктирная линия для l2 = 2), остальные ветки не являются физичными. Для l1 = 1 
критические значения фазовой расстройки лежат в интервале 10 0.553α≤ ≤ . 

 

 
 

Рисунок 1 – Зависимость критического значения фазовой расстройки от коэффициента потерь на основной частоте 
 

Компенсацию потерь энергии волной второй гармоники можно произвести путем усиления 
второй гармоники небольшим внешним сигналом, распространяющимся в направлении фазовой 
скорости второй гармоники. Тогда граничные условия примут вид: 
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1 10 10 2 20 20(0) exp( ), ( ) exp( ),E e i E L e iϕ ϕ= =                                    (7) 
где e10, ϕ10 − амплитуда и фаза падающей на левый конец волны, e20, ϕ20 – амплитуда и фаза 
падающей на другой конец волны. При распространении волны накачки на частоте ω1 в образце 
генерируется вторая гармоника, которая взаимодействует с падающей на другой конец образца 
волной частоты ω2. На рисунке 2 показаны направления падающих волн на образец с отрица-
тельным показателем преломления на частоте волны накачки.  

 

 
 

Рисунок 2 – Направления падающих на образец волн  
для изучения параметрического усиления волны второй гармоники 

 
На рисунке 3 показаны кривые распределения интенсивностей полей волн накачки и второй 

гармоники вдоль образца. Фазу падающей волны накачки можно выбрать произвольной, в данном 
случае было положено 10 1(0) 0ϕ ϕ= = . Интенсивность и фаза волны второй гармоники, падающей 
на другой конец образца, равна 20( ) 0.1, / 0.5I L ϕ π= = − . При этом безразмерные коэффициенты 
потерь энергии для двух волн были положены равными 1 20.2, 0.3α α= = , а фазовая расстройка – 
∆ = 1.  

 

 
 

Рисунок 3 – Пространственные профили интенсивностей волн накачки и второй гармоники 
 

На рисунке 4 показаны зависимость значения интенсивности второй гармоники на левом конце 
образца от фазы волны второй гармоники 0 /ϕ π  на правом конце при выбранных параметрах 

1 20.2, 0.3, 0α α= = ∆ = , 10 2 21, 0.5exp( / )L Le e iϕ π= = −  и 2 1.5Lϕ = . При определенных значе-
ниях начальной фазы падающей на правый конец волны второй гармоники происходит компен-
сация потерь энергии, то есть эффективность генерации второй гармоники на выходе имеет 
максимальное значение. 

При этом на рисунке 5 представлены пространственные профили интенсивностей волн накачки 
и второй гармоники для значения фазы 0 / 0.922ϕ π ≈ . Видно, что, несмотря на существенные 
потери энергии волна второй гармоники распространяется практически без затухания. 
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Рисунок 4 – Зависимость интенсивности  
от фазы второй гармоники на выходе 

 

 
 

2 2
1 2 10 20.2, 0.3, 3, 1, 0.1Le eα α= = ∆ = = =  

Сплошная линия – волна накачки,  
пунктирная линия – волна второй гармоники 

 
Рисунок 5 – Пространственные профили  

интенсивностей волн накачки и второй гармоники 
 
Заключение. В данной работе изучено влияние потерь энергии на критическое значение фазо-

вой расстройки в процессе генерации второй гармоники в метаматериалах с отрицательным пока-
зателем преломления. Показано, что критическое значение фазовой расстройки зависит не только 
от коэффициентов потерь, но и от длины образца. 

Рассмотрено явление параметрического усиления света, которое может быть использовано для 
компенсации потерь в метаматериалах и создании параметрических усилителей, предназначенных 
для получения дифференциальной фазовой манипуляции и трансформации фазовой модуляции в 
частотную. Найдены конкретные значения параметров системы, при которых происходит компен-
сация энергетических потерь на поглощение и параметрическое усиление падающего сигнала. 
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ДИССИПАЦИЯСЫ БАР МЕТАМАТЕРИАЛДАРДАҒЫ СЫЗЫҚТЫ ЕМЕС ТОЛҚЫНДЫҚ ПРОЦЕСТЕРІ 
 
Түскен толқын жиілігінде сыну көрсеткіші теріс жəне екінші ретті гармоника жиілігінде оң болатын ме-

таматериалдардағы екінші ретті гармониканың генерациясы қарастырылады. Түскен фундаментал толқын 
мен екінші ретті гармониканың арасындағы энергия алмасуды сипаттайтын фазалар ауытқуының крити-
калық мəніне энергия жұтылуының əсері зерттелінді. Фазалар ауытқуы мəнінің концепциясы жұтылуы бар 
орталарда түпкілікті өзгеретіні, материалдың ұзындығына да тəуелділі болатыны көрсетілген. Екінші ретті 
толқын үшін энергияның жұтылуын компенсациялайтын параметрлік күшейту механизмі ұсынылды.  

Тірек сөздер: метаматериал, екінші ретті толқынның генерациясы, фазалар ауытқуы, энергия жұтылуы.  
 

Summary  
 

A. Davletov1, Ye. Mukhametkarimov1, Zh. Kudyshev1, I. Gabitov2  
 

(1Al-Farabi Kazakh national university, Almaty, Kazakhstan,  
2Arizona University, Tucson, USA) 

 
NONLINEAR WAVE PROCESSES IN DISSIPATIVE METAMATERIALS 

 
The process of second harmonic generation is considered in dissipative metamaterials with negative refractive 

index at the frequency of the fundamental wave and with the positive refractive index at the frequency of second-
harmonic wave. Influence of the energy losses is studied on the critical value of the phase mismatch determining the 
character of the energy exchange between the fundamental pump wave and the second harmonic wave. It is shown 
that the concept of the critical value of the phase mismatch changes qualitatively for a medium with energy losses, in 
particular, it begins to depend on the sample length. A mechanism is proposed to compensate for energy losses of the 
second harmonic wave which is based on the parametric amplification. 

Keywords: metamaterials, second harmonic generation, phase mismatch, energy losses. 
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ТҰТАС БАЙЛАНЫСҚАН ЭЛЕКТРОНДЫҚ  

ОСЦИЛЛЯТОРЛАР АНСАМБЛІНЕ ШУЫЛ СИГНАЛЫНЫҢ  
ƏСЕРІН ЭКСПЕРИМЕНТТІК ЗЕРТТЕУ  

 
Аннотация. Жұмыста тұтас байланысқан электрондық осцилляторлар ансамблінің динамикасына ана-

логтық электрондық шуыл генераторы сигналының əсерін зерттеуге арналған эксперименттік қондырғы 
пайдаланылған. Кері байланыс тізбегінде сызықты фаза ығыстырғыштың көмегімен тұтас байланысқан 
ансамбльге сумматор арқылы шуыл сигналы қосылған. Шуыл сигналының əсері бар ансамбльдің динами-
касы тəжірибе жүзінде зерттелді. Сызықты тұтас кері байланысқан 72 электрондық осцилляторлардың син-
хрондалу шекарасына сыртқы шуыл сигналының əсері эксперимент түрінде зерттелді. Синхрондалу өткелін 
сипаттайтын Курамото үлгісі жəне реттеуші параметрдің шуыл сигналының орташа квадраттық мəніне 
тəуелділігі тəжірибеде зерттелді.  

Тірек сөздер: синхрондалу, шуыл генераторы, осцилляторлар ансамблі, тұтас байланыс, фаза ығысуы, 
Курамото үлгісі. 

Ключевые слова: синхронизация, генератор шума, ансамбль осцилляторов, глобальная связь, сдвиг фа-
зы, модель Курамото. 

Keywords: synchronization, noise generator, an ensemble of oscillators, global coupling, phase shift, the Kura-
moto model. 

 
Кіріспе. Тұтас байланысқан осцилляторлар ансамблінің динамикасына арналған бірнеше тео-

риялық жəне эксперименттік зерттеулер бар [1-3]. Бұл жұмыстарда ансамбльдегі осцилляторлар 
динамикасының коллективті синхрондалуы жəне квазипериодты өзқауым күйіне түсуі туралы 
маңызды эффектілер байқалған. Сондай-ақ, жүйе бейсызық байланысқан жағдайда ортақ өріс-           
тің жиілігі ансамбльдегі осцилляторлардың жиілігінен өзгеше болатын ерекше квазипериодты 
өзқауым күйі (КӨК) қарастырылған. Бұл құбылысты осы жұмыстың авторларының эксперименттік 
зерттеулермен дəлелдеуі əлемдік ғылыми ортада үлкен қызығушылық тудырды. 

Кез келген электронды жүйелерді құраушы элементтерде кернеудің немесе токтың кездейсоқ 
флуктуациялары болады. Əдетте мұндай флуктациялар шуыл түрінде болады жəне телекоммуни-
кациялық жəне электрондық жүйелерде зиянды фактор ретінде саналады. Бірақ шуыл əрқашанда 
зиян емес. Жүйеде шуыл болған кезде оны жүйенің өзінің электрлік сипаттамасын өзгертуге қажет 
фактор ретінде қолдануға болады. Соңғы зерттеулер шуылдың физикалық [4-7], физиологиялық 
[8], химиялық [9] жəне басқа да жүйелерде конструктивті роль атқаратындығын көрсетті. Сондай-
ақ, аз еркіндік дəрежелі хаосты сигналдың көмегімен ақпаратты тасымалдауда, кез келген 
телекоммуникациялық байланыста шуыл сигналы жаңа динамикалық күйдің пайда болуына алып 
келуі мүмкін. 

Осы себептерден қазіргі уақытта динамикалық жүйеге шуылдың əсерін зерттеу маңызды болып 
табылады. Шуыл сигналы əсер ету кезіндегі ансамбль динамикасының өзгерісі туралы теориялық 
зерттеулер жасалынған [10, 11]. Зерттеу шуыл қарқындылығы əсерінен ансамбль динамикасының 
синхрондалуында Ляпунов көрсеткіші əрқашан теріс болатыны көрсетілген. Ал шуыл қарқын-
дылығының үлкен мəндерінде синхронды тəртіп болмайды жəне оң мəнді Ляпунов көрсеткіші 
пайда болады. Бұл жүйенің асинхронды күйін береді. Бұл бағытта эксперименттік зерттеу жаса-
лынбаған. Біз шуыл сигналы əсер еткенде тұтас байланысқан осцилляторлар ансамблінің коллек-
тивті динами-касын эксперименттік зерттеуді қарастырамыз.  
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Ансамбльдегі элементтердің барлығының коллективті синхрондалуы, ортақ өрістің пайда 
болуы – тұтас байланыстың негізгі эффекті екендігі белгілі жəне ансамбльдегі осцилляторлардың 
коллективті синхрондалуы реттеуші параметрмен көрсетіледі.  

Мақала авторларының өзге эксперименттік зерттеу еңбектерінде ортақ өрістің байланыс күші 
жəне фаза ығысуына тəуелділігі қарастырылған [1-3]. Ал шуыл сигналы əсер еткендегі коллективті 
синхрондалу режимінің шекарасының өзгеретіндігін эксперименттік зерттеу осы жұмыстың 
мақсаты болып табылады.  

Шуыл əсерінен тұтас байланысқан осцилляторлар ансамблінің синхрондалуы. Тұтас 
байланысқан осцилляторлар ансамблінің синхрондалуының теориялық негізі белгілі. Ал енді шуыл 
сигналының осындай динамикалық жүйеге əсеріне тоқталайық. 

Жалпы стохасты процестер теориясында шуыл сигналының уақыт бойынша өзгерісін орташа-
лап қарастыру кеңінен қолданылады. Осы əдістің негізінде шуыл сигналының табиғатын түсіндіру 
Ляпунов көрсеткішін есептеумен тікелей байланысты. Ляпунов көрсеткіші шуыл пайда болған 
кезде жүйе троекториясының біршама қозуының эволюциясын түсіндіреді. Яғни, шуылдың қозуын 
емес, жүйе күйінің қозғандағы орнықтылықтан ауытқиды.  

Периодты автотербелмелі жүйеге шуыл əсер ету кезіндегі негізгі эффект фазалар диффузия-
сының пайда болуы болып табылады. Бұл кезде автотербелістер идеалды емес болады. Кейде 
шуыл реттеуші роль атқарады, автотербелмелі жүйелерді синхрондайды. Егер екі бірдей немесе аз 
ғана ерекшеленетін автотербелмелі жүйеге шуылмен əсер етсек, онда олар осы шуылдың əсерінен 
синхрондалуы мүмкін. Бұл құбылыс максималь Ляпунов көрсеткішінің мəнімен сипатталады. 
Автономды жүйе үшін ол ноль болады. Шуыл əсер еткенде Ляпунов көрсеткіші теріс мəнге ие 
болады жəне ол синхрондалуды сипаттайды. 

N тұтас байланысқан осцилляторлар ансамблін қарапайым синустық түрде байланысқан 
осцилляторлардың Курамото-Сакагучи үлгісімен [13] сипаттайды:  

 k=1,…,N ,                                   (1) 
Бұл формуладағы ϕk жəне ωk – осцилляторлардың фазалары жəне меншікті жиіліктері, ε – тұтас 
байланысқан осцилляторлардың байланыс күшін сипаттайды. R жəне θ сəйкесінше ортақ өрістің 
амплитудасы жəне фазасы. R амплитуданы реттеуші параметр деп те атайды. Бұл екі шама келесі 
түрде анықталады:  

.                                                             (2) 
(1)-формуладағы α параметрі осцилляторлар арасындағы фаза айырымын сипаттайды. Енді осы 

жүйеге шуыл сигналының əсерін қарастырсақ: 
,                                         (3) 

мұндағы ξ(t) – дельта-функция түрінде корреляцияланған гаусс немесе ақ шуыл қарқындылығы. 
Біз ξ(t) шуыл сигналының ансамбльге əсерін тəжірибе жүзінде зерттейміз.  

Эксперименттік қондырғы. Біз өзге ғылыми жұмыстарымызда электрондық осцилляторлар 
ансамблінің электронды қондырғысы туралы айтып өткенбіз [1]. Бұл жұмыста да біз ансамбльдегі 
осцилляторлар ретінде периодты сигнал беретін Вин көпірі бар генераторды қолданамыз. Вин 
көпірі генераторының сұлбасы жəне əрбір құраушы элементінің қызметі [1]-жұмыста толық қарас-
тырылған. Ансамбльдегі барлық осцилляторлардың жиіліктері ≈1,1 кГц жиілікке жақын болады. 
Байланыс жоқ кезіндегі барлық жеке осцилляторлардың амплитудасы шамамен V≈1В болып 
жасалынды.  

RС жүктеме резисторы арқылы тұтас байланысқан ансамбльдің кері бағытта сызықты фазаығыс-
тырғышқа VC = εVL кернеу сигналы келіп түседі (1-сурет). Кернеудің C, L көрсеткіштері əдеттегі 
сыйымдылық пен индуктивтіліктің белгілеуіне қатысты емес. Бұл көрсеткіштер кернеулердің 
ағылшын тіліндегі мағыналарына сəйкес алынған. Мысалы, C көрсеткіші “coupling” – байланыс 
деген сөзді білдіреді. Мұндағы ε параметрі 0 ≤ ε ≤ 1 аралығында өзгеретін тұтас байланыс күшін 
сипаттайды, ал VL – жүктеме резистордың кірісіндегі кернеу сигналы. Егер VL = IRC десек, онда VC-
ны былайша жазуға болады:  

 VC = εIRC .                                                                         (4) 
Бұдан 
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  .                                                                        (5) 

Генератордың шығыс нүктесіндегі кернеу Кирхгофтың II заңы бойынша мынаған тең болады: 
 .                                                     (6) 

Осыдан VC -ны тапсақ:  
 ,                                                     (7) 

мұндағы Vi – генератордың шығыс кернеуі; VRout = IRout – генератор шығысындағы Rout кедергісіне 
түскен кернеу;  – VC байланысты реттеуші жүктеме резистордың бөлігіне түс-
кен кернеу.  

Сонымен (7)-теңдеуді ашып жазсақ, мынадай теңдеуді аламыз: 
                                               (8) 
                                               (9) 

Енді (9)-ды N тізбек үшін жазайық: 
                             (10) 

(10)-теңдеуге (4)-ті қоямыз: 
                                           (11) 

                                                                (12) 
(11)-ге (5)-ті қойсақ: 

                                             (13) 

(13)-теңдіктің оң жақ бөлігін RC-ға бөліп, VC-ны былайша жазуымызға болады: 

                                                          (14) 

Мұндағы Vi – i-ші осциллятордың шығыс кернеуі. Rout << NRC болса, онда VC ~ ΣVi , яғни ортақ өріс 
түріндегі байланыс бар болады.  

 

 
 

1-сурет – Тұтас байланысқан осцилляторлардың сұлбасы. Əрбір генератор жеке символмен көрсетілген.  
Сызықты фазаығыстырғыштың сұлбасы 2-суретте берілген. Кері байланыстың күші RC потенциометрмен басқарылады 

 
Сызықты фазаығыстырғыштан шыққан сигнал сумматорда шуыл сигналымен қосылады да, 

қосылған сигнал кері бағытта Rin резистор арқылы осцилляторлардың əрқайсысына беріледі.  
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2-сурет – Сызықты фазаығыстырғыштың сұлбасы 

Фазаығыстырғыштың сызықты бөлігі сигналдың фазасын ығыстыратын, бірақ өзінің ампли-
тудасын өзгертпейтін белсенді жиіліктік фильтр болып табылады. Фаза ығысуы 2-суретте көрсе-
тілген R10 резисторының көмегімен басқарылады. Фазаығыстырғыш кірісіне кірген сигнал 
шығысында уақыт бойынша кешігіп шығады.  

Сигналдың фазасын анықтау əдісі аналитикалық сигналдарды талдау теориясынан белгілі. Бұл 
əдіс S(t) сигналды Гильберт түрлендіруі арқылы өрнектейді:  

.                                 (15)  
Мұндағы sH(t) функциясы s(t) -ның Гильберт түрлендірілуі:  

 .                                            (16) 

Сигналдың меншікті сипаттамаларын есептеу кезінде оның барлық уақыт интервалын білуіміз 
қажет. Яғни, Гильберт түрлендірілуі уақыт бойынша локалды емес.  

s(t) = Acos(ωt) гармониялық тербелісін кешенді түрінде жаза аламыз: 
                                          (17) 

Бұл тербелістің фазасы π/2-ге ығысқан жорамал бөлігінің Гильберт түрлендіруімен байланысты 
екендігін көрсетеді. Гильберт түрлендіруі аналитикалық сигналдың əрбір спектрлік компонентін 
π/2-ге ығыстырады.  

Сонымен, сигналдың меншікті фазасы былайша анықталады: 
 .                                                        (18) 

мұндағы  шамасы – Vi-дің Гильберт түрлендірілуі.  
Сəйкесінше фазаығыстырғыштың кіріс жəне шығыс фазалары былайша анықталады: 

                                                         (19) 

                                                       (20) 

Сызықты фазаығыстырғыштың ∆ϕ шамасын есептеу мына формуламен анықталады: 
 .                                                       (21) 

Шуыл сигналын шығаратын генератордың принциптік сұлбасы 3-суретте көрсетілген. Аналог-
тық электрондық шуыл генераторының принциптік сұлбасына тоқталайық. Генератор OP1, OP2 
операциялық күшейткіштерден, VD1 Д813 стабилитроннан, R1, R2, R3, R4, R5, R6, R7, R8, резис-
торлардан, С1, С2, С3 конденсаторлардан жəне R9 потенциометрден тұрады. Сапалы шуыл көзі 
ретінде VD1 (Д813) кремний стабилитроны қолданылған. Шала өткізгіштік стабилитронда кез-
десетін флуктуация жиілік диапазонының кез келген мəнінде спектр құраушылары бірқалыпты 
таралатын бытыралы шуыл болып табылады.  

Стабилитроннан алынған шуыл сигналы OP1 операциялық күшейткіші арқылы күшейтіледі. 
Одан кейін OP2 инверттеуші операциялық күшейткішіне келіп түседі. Шуыл сигналының ампли-
тудасы R9 потенциометрі көмегімен реттеледі. Генератор ±12В қорек көзімен қоректенеді. Опера-
циялық күшейткіш ретінде AD822AN элементі алынды. Эксперименттен алынған операциялық 
күшейткіштің кіріс жəне шығыс сипаттамалары жəне оның аргументінің аз интервалы үшін түрі    
4-суретте көрсетілген. Бұл сипаттамалар NI ELVIS платформасының көмегімен күшейткіштің 
кірісіне синусоидалық сигнал бере отырып зерттелінді.  
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3-сурет – Шуыл генераторының принциптік сұлбасы 
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4-сурет – AD822AN операциялық күшейткішінің кіріс жəне шығыс сипаттамаларының эксперименттік нəтижесі (а),  
аз интервал үшін нəтиже жəне оның аппроксимациясы (б), 1 – түзу сызық, 2 – эксперимент жəне аппроксимация 

 
4a-суреттен AD822AN операциялық күшейткішінің кіріс жəне шығыс сипаттамаларының экс-

перименттік нəтижесі сызықты екендігін көреміз. Ал шын мəнінде, дəлірек өлшегенде сипаттама 
сызықты болмауы мүмкін. Сондықтан сипаттаманы аз интервал үшін қарастырамыз (4б-сурет). Vin 
кіріс кернеуінің аз диапазоны үшін сипаттама бесінші ретті көпмүшемен жақсы аппроксима-
цияланады:  

                                          (22) 
Мұндағы a1=3.1557, a3=0.8072 жəне a5=0.95282 шамаларын 4б-суретте қолдандық.  

 

5-сурет – Максимальды амплитудасы 
~0,5 В жағдайдағы шуыл 

сигналының уақыт бойынша өзгерісі 
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Шуылдық сигналдың уақыт бойынша өзгеруін қарастырайық. Ең үлкен ауытқу шамамен ~0,5 В 
жағдайдағы шуыл сигналының уақыт бойынша өзгерісі 5-суретте көрсетілген. Формасына қарап 
сигналдың кездейсоқ екендігін айта аламыз, ол шуыл сигналы болып табылады. 

NI ELVIS платформасының көмегімен шуыл сигналының спектрін бақыладық. 6-суреттен көріп 
отырғанымыздай сигналдың максималь жиілігі шамамен 40 кГц болады. Ақ шуыл сигналының 
жиіліктің кез келген диапазонында спектрлік құраушысы бірқалыпты таралатын қасиетін ескерсек, 
сигналды жуықтап ақ шуыл деп қабылдауға болады. 

 

 
 

6-сурет – Шуыл сигналының спектрі 
 

OP1 жəне OP2 инверттеуші операциялық күшейткіштері стабилитроннан алынған əлсіз сигнал-
дың амплитудасын бірнеше ондаған вольтқа дейін күшейтеді. Инверттеуші күшейткіштің күшейту 
коэффициенті: 

                                                                      (23) 

Сəйкесінше əрбір күшейткіш сигналдың амплитудасын Ku есе арттырады: 

                                                     (24) 

                                                        (25) 
Біздің генераторымыз шуыл көзіндегі сигналды 3000 еседей күшейте отырып, шамамен ампли-

тудасы ~10В-қа дейін сигнал бере алады. Шуыл сигналы амплитудасының орташа квадраттық 
мəні: 

                                                            (26) 
Біз генераторды NI ELVIS платформасының көмегімен қоректендірдік жəне сандық талдау 

жасау үшін осы платформаның аналогты-санды түрлендіргіші (АСТ) көмегімен сигналды персо-
налды компьютерде (ПК) жаздық. Сигналды жазу үшін LabVIEW 2010 компьютерлік бағдарла-
масы пайдаланылды. 

Осындай əдіспен ε байланыс күшінің аз мəні үшін жəне ∆ϕ сызықты фазаығысудың əртүрлі 
мəндері үшін ансамбль динамикасының шуыл сигналының амплитудасының орташа квадраттық 
мəніне тəуелділігін эксперименттік түрде зерттедік. 

Эксперимент нəтижелері. Тұтас байланыс ε күшін тұрақты етіп ∆ϕ фаза ығысуының түрлі 
мəндерінде шуылдың орташа квадраттық мəнін арттыру арқылы толық синхрондалу құбылысын 
байқауға болады. Синхрондалу күйінде ансамбльдегі барлық осцилляторлардың жиіліктері мен 
ортақ өрістің жиілігінің шамасы бірдей мəнге ұмтылады.  

Біз экспериментте сызықты фаза ығысу, тұтас байланыс күші жəне шуыл сигналының ампли-
тудасы параметрлерін өзгертттік. Əрбір параметрдің өзгерісі үшін біз барлық N=72 генератордың 
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шығыс Vi кернеулерін жəне RC арқылы Vmf ортақ өрістің кернеуін жазып алдық. Дискретизация 
жиілігі fs ≈ 20 кГц. Біз əрбір өлшеуді M = 5⋅104 нүктемен 5 реттен жазып алдық.  

Байланыс күшінің ε = 0,23 мəнін тұрақты ете отырып ∆ϕ фаза ығысуының əртүрлі мəндері үшін 
δ шуыл сигналының орташа квадраттық мəнін өзгертумен ансамбльдегі осцилляторлардың дина-
микалық күйін бақыладық. ∆ϕ = 0,30π кезінде δ шамасының өте төменгі мəнінен бастап барлық 
осцилляторлар синхронды күйде болады, ал δ = 1,4 мəнінен ары қарай артуымен синхрондалу 
бұзылып, асинхронды күйге өтетінін көреміз (7-сурет). Бірақ мұнда барлық осцилляторлар 
синхронды күйден шықпайды. Реттеуші параметрдің максимум мəнінен кейін монотонды түрде 
кемігенін көреміз.  
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7-сурет –Реттеуші параметрдің, минимальды амплитуданың жəне осцилляторлар мен ортақ өріс жиіліктерінің  

шуыл сигналының орташа квадраттық мəніне тəуелділігі. Мұнда ∆ϕ = 0,30π жəне ε = 0,23 
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8-сурет. Реттеуші параметрдің, минимальды амплитуданың жəне осцилляторлар мен ортақ өріс жиіліктерінің  

шуыл сигналының орташа квадраттық мəніне тəуелділігі. Мұнда ∆ϕ = 0,50π жəне ε = 0,23 
 

Енді біз ε-байланыс күшін өзгертпей, ∆ϕ = 0,50π мəнінде шуыл сигналының ансамбльдің дина-
микасына əсерін қарастырайық. Нəтижесі 8-суретте көрсетілген. Суреттен көргеніміздей шуыл 
сигналы амплитудасының орташа квадратының кез келген мəнінде толық синхрондалу құбылысы 
байқалмайды. Бірақ графиктің аз бөлігінде шала синхрондалу құбылысының пайда болатындығын 
көре аламыз. Ал минимальды амплитуда δ > 1,7-ден бастап нолдік деңгейге түседі. Реттеуші 
параметр де кемиді. 

Сызықты фаза ығысудың мəнін ∆ϕ = 0,71π-ге ұлғайтқандағы ансамбльдегі осцилляторлардың 
динамикасы 9-суретте көрсетілген. Суреттен көріп отырғанымыздай сыртқы шуыл сигналының 
артуына қарай осцилляторлардың жиіліктері мен ортақ өрістің жиіліктері δ-ның барлық мəнінде 
синхронды күйге ұмтылмайды жəне олар асинхронды күйде қалып қояды.  

Эксперимент нəтижелеріне талдау жасай келе, ансамбльге шуыл сигналы əсер еткенде фаза 
ығысудың 0 < ∆ϕ < 0,50 аралығында синхрондалу байқалады деуге болады. Ал егер фаза ығысуы 
0,50 < ∆ϕ < 1 аралығында болса, онда шуыл сигналы ансамбльдің динамикасын асинхронды күйге 
түсіруге ұмтылады деп айта аламыз.  



Серия физико-математическая. № 2. 2014 
 

 259

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0.2

0.4

0.6

0.8

1
O

rd
er

 p
ar

am
et

er

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

δ

m
in

(m
f)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

1.115

1.12

1.125

1.13

1.135

1.14

1.145

δ

f i, f
m

f (k
H

z)

∆φ=0.71π , ε=0.23

 
 

9-сурет – Реттеуші параметрдің, минимальды амплитуданың жəне осцилляторлар мен ортақ өріс жиіліктерінің  
шуыл сигналының орташа квадраттық мəніне тəуелділігі. Мұнда ∆ϕ = 0,71π жəне ε = 0,23 

 
Қорытынды. Жұмыста тұтас байланысқан электрондық осцилляторлар ансамблінің динами-

касына аналогтық электрондық шуыл генераторының сигналының əсерін зерттеуге арналған 
эксперимент баяндалған. Кері байланыс тізбегінде сызықты фаза ығыстырғыштың көмегімен тұтас 
байланысқан ансамбльге сумматор арқылы шуыл сигналы қосылған. Тұтас кері байланысқан                  
72 электрондық осцилляторлардың синхрондалу шекарасы сыртқы шуыл сигналының əсері оның 
мəніне байланысты эксперимент түрінде анықталды. Синхрондалу өткелін сипаттайтын Курамото 
үлгісі жəне реттеуші параметрдің шуыл сигналының орташа квадраттық мəніне тəуелділігі 
тəжірибеде зерттелді.  

Эксперимент жүзінде ансамбль динамикасының шуыл сигналы амплитудасының орташа 
квадраттық мəніне байланысты шала синхрондалуы, толық синхрондалуы жəне оның бұзылуы 
көрсетілді. 

Сонымен сыртқы шуыл тек ретсіздікке алып келмейді, белгілі жағдайларда тəртіп те туды-
рады.  
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ИССЛЕДОВАНИЕ ВОЗДЕЙСТВИЯ ШУМОВОГО СИГНАЛА  
НА АНСАМБЛЬ ГЛОБАЛЬНО СВЯЗАННЫХ ЭЛЕКТРОННЫХ ОСЦИЛЛЯТОРОВ  

 
В работе исследовано воздействие сигналов от аналогового шумового генератора на динамику глобально 

связанных электронных осцилляторов. В цепь обратной связи при помощи линейного фазовращателя через 
сумматор был добавлен шумовой сигнал. Экспериментально исследована динамика ансамбля в присутствии 
шумового сигнала. Экспериментально исследовано воздействие шума на порог синхронизации 72 
электронных осцилляторов с глобальной и линейной связью. Построены зависимости параметра порядка от 
среднеквадратичного значения амплитуды шумового сигнала.  

Ключевые слова: синхронизация, генератор шума, ансамбль осцилляторов, глобальная связь, сдвиг 
фазы, модель Курамото. 

  
Summary 

 
Z. Zh. Zhanabaev, Е. D. Nalibayev, А. А. Temirbayev 

 
(Al-Farabi kazakh national university, Almaty, Kazakhstan) 

 
INVESTIGATION OF INFLUENCE OF COMMON EXTERNAL NOISE  

ON AN ENSEMBLE OF GLOBALLY COUPLED ELECTRONIC OSCILLATORS 
 
We experimentally study dynamics of ensemble of globally coupled electronic oscillators under common 

external noise. In the feedback circuit using the linear phase shifter by an adder , the noise signal has been added . 
Experimentally studied the dynamics of the ensemble in the presence of noise signal. Experimentally studied the 
effect of noise on the synchronization threshold of 72 electronic oscillators with global and linear coupling. We 
demonstrate the dependences of the order parameter of the rms amplitude of the noise signal depending on various 
means of phase shift and coupling parameter. 

Keywords: Synchronization, noise generator, an ensemble of oscillators, global coupling, phase shift, the 
Kuramoto model. 
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Теоретические и экспериментальные исследования 
 

 
 
 

 
UDK 512.55  

 
N. A. ISMAILOV 

 
(Al-Farabi kazakh national university, Almaty, Kazakhstan, 

S. Demirel university, Kaskelen, Kazakhstan) 
 

SOME TRIPLE OPERADS 
 

Annotation. Studied Loday's questions about triple operads when an algebra has Novikov, bicommutative and 
right-symmetric structures, primtive part has Lie structure of generalized bialgebras. Shown nonexistence of 
coalgebra structure in case Novikov and bicommutative and given dimension of coalgebra in case right-symmetric. 

Keywords: triple operads, Novikov algebra, bicommutative algebra, right-symmetric algebra. 
Тірек сөздер: үштік операдтар, Новиков алгебрасы, бикоммутативті алгебрасы, оң-симметриялы алгеб-

расы. 
Ключевые слова: тройка операдов, алгебра Новикова, бикоммутативная алгебра, право-симметрическая 

алгебра. 
 
Introduction. J.-L. Loday introduced in [6] the notion triple of operads ( lglg:,, aPaAFС −→−χ ), 

abbreviated (C,A,P) consisting of operads C and A, a compatibility relations χ between сC -coalgebras 
and A-algebras defining ),,( AC χ -bialgebras, an operad P describing the algebraic structure of the 
primitive part Prim(H) of the bialgebra, and a forgetful functor F from the category of A-algebras to the 
category of P-algebras. Let U be a left adjoint to F. A triple of operads (C,A,P) is to be the good if the 
following three conditions are equivalent: 

(a) H is connected, 
(b) )),((Pr HimUH ≅  
(c) H is cofree over its primitive part. 
Operads for associative, commutative (associative) and Lie algebras are denoted by As, Com and Lie 

respectively. The classical case is ),,(),,( LieAsСomPAC = . Other type of good triple of operads can be 
found in [6]. 

Let A is an operad for Lie admissible algebras. J.-L. Loday asked in [6] whether there are an operad C 
and compatibility relation χ such that ),,,( LieAC χ  is a good triple. Novikov, bicommutative and right-
symmetric are examples of Lie admissible algebras. ),( DAA =  is Novikov algebra with multiplication 

ba D , if 
),,,(),,( bcacba =  

),()( cabcba DDDD =  
for any a,b,c ∈ A. Here 

сbacbacba DDDD )()(),,( −=  
is associator. 

Let A = C[x] and ,)( baba ∂=D  where 
x∂

∂
=∂  be partial derivation. Then ),( DA  is Novikov algebra. 

In [3] and [4] are given construction of base of free Novikov algebra. Algebra with identities 
a(bc) = b(ac (left-commutative), 

(ab)c = (ac)b (right-commutative) 
is called bicommutative. A base, dimension and Sn-module structure of bicommutative algebras are given 
in [5].  
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Algebra with identity 
(a,b,c) = (a,c,b)  

is called right-symmetric. In [2] and [3] are given construction of base of free right-symmetric algebra. Let 
Nov, Bicom and symℜ  to be operads for Novikov, bicommutative and right-symmetric algebras 
respectively. 

Main result. Let )(nℜ  is a Sn-module for ℜ -algebras generated by n elements and let 

∑
≥

ℜ ℜ
=

1

.
!

)(dim)(
n

nt
n

ntf  

Proposition ([6]). If (C,A,P) is a good triple of operads, then there is a identity of formal power 
series: 

)).(()( tfftf PСA =  
The Stirling numbers of the first and the second kind are denoted by If S1(n,k) and S2(n,k) respectively. 

The unsigned Stirling numbers of the first kind are denoted by c(n,k). Recall that 
).,()1(),(1 knсknS kn−−=                                                            (1) 

See [7], for more details about these numbers. 
Theorem. a. There is no operad C1, C2 and compatibility relation 21, χχ , such that 1 1( , , , ),C Nov Lieχ  

2 2( , , , )C Bicom Lieχ  are good triples. 
b. If ),,( LiesymC ℜ  is a good triple of operads, then 

.),()1()(dim
1

1
2∑

=

−−−=
n

k

kkn kknSnС  

Proof. Suppose that there is an operad C1 and compatibility relation 1χ  such that ),,,( 11 LieNovC χ  
is a good triple. Then by proposition 1.1, we calculate dimension of C1-coalgebras and obtain  

).(
!4

3
!3!2

)( 5
432

1 xOtttttf C +−++=  

By the some way, we can show for Bicom.  
To prove the second part of proposition 1.2, it is enough to show that  

))(()( xffxf LieСRsym =  
where  

).1log()(,
)!1(

)(
1

2 xxf
n

tnxf Lie

n

n
nRsym −−=

−
= ∑

=

−  

In our proof we use the formula (3.5.3) in [8] 

!
))1log((

!
),(

0 k
x

n
xknс

kn

n

−−
=∑

∞

=

                                                      (2) 

and the proposition 1.4.1 in [7], for all non-negative integers n, k 

.),(),(
0

,21∑
∞

=

=
m

knkmSmnS δ                                                          (3) 

Recall that S1(n,k) = 0 and S2(n,k) = 0 if n < k. So, we can write the (3) by 

.),(),( ,21∑
=

=
n

km
knkmSmnS δ                                                           (4) 

So,  

=
−−

=−−= ∑
∞

=1 !
))1log(()())1log(()(

m

m
СRsym

m
xmCxfxf  

(by (2)) 
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So, we have to prove that  

.),()( 1

1

−
∞

=

=∑ n

m

nmncmC  

Here, we use an evident formula for any sequences a(n,m) and b(n,m) 
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111

kmbmnakmbmna
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(by (5)) 
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(by (4)) 
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These numbers also give the number of labeled connected chordal P4-free graphs with n vertices [1] 
which may be used to describe operads for coalgebra.  
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КЕЙБІР ҮШТІК ОПЕРАДТАР 

 
Жалпыланған биалгебраның алгебралық құрылымы Новиков, бикоммутативті жəне оң-симметриялы 

алгебрасы болғанда, ал примитивті бөлігі Ли алгебрасы болғанда Лоденің үштік операдқа қатысты сұрақтары 
қарастырылған. Новиков жəне бикоммутатив алгебралары жағдайында коалгебралық құрылымның жоқтығы 
көрсетілген жəне оң-симметриялы алгебра кезінде коалгебраның өлшемі есептелген.  

Тірек сөздер: үштік операдтар, Новиков алгебрасы, бикоммутативті алгебрасы, оң-симметриялы алгеб-
расы. 
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НЕКОТОРЫЕ ТРОЙКА ОПЕРАДОВ 

 
Изучается вопросы Лоде о тройках операдов если в качестве алгебры рассматриваются алгебру Нови-

кова, бикоммутативную и право-симметрическую алгебру, а в качестве примитивной части рассматривается 
алгебру Ли обобщенной биалгебры. Показано несуществование коалгебр в случаи алгеброй Новикова и 
бикоммутативной алгебры и в случае правосимметрической алгебры даны размерность коалгебры.  

Ключевые слова: тройка операдов, алгебра Новикова, бикоммутативная алгебра, право-симметрическая 
алгебра. 
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BAYESIAN NETWORKS IN POSE RECOGNITION 

 
Annotation. The Bayesian networks are widely used statistical models for different kind of purposes. However 

one of its advantages is that it can be use in human posture recognition problems. The reason is that they can describe 
the kinematic constraints of human body. Particularly they can describe physical dependencies among human body 
parts. In this paper we are going to discuss how to use Bayesian tree networks in pose recognition. We use skeleton 
joints position and orientation values as feature vector. The CPD values of the network are parameterized by 
Conditional Linear Gaussians. The learning procedure implemented by Expectation Maximization (EM) algorithm. 
Our experiment results demonstrate that Bayesian Networks are very efficient in posture recognition tasks. 
Particularly we have got 93% of accuracy while classifying basic human poses. 

Keywords: pose recognition, classification, Bayesian network. 
Тірек сөздер: дене күйін тану, классификациалау, Байес желісі. 
Ключевые слова: распознавание поз, классификация, Байесовские сети. 
 
Introduction. Bayesian network (BN) is probabilistic graphical model where each node in this graph 

is a random variable where the edges of graph represent conditional dependencies among nodes. They are 
used to describe some information in specific uncertain domain. It has been used widely used in many 
studies. For example proposed a Dynamic Bayesian Network model for upper body tracking [1]. They 
construct a Bayesian Network to represent the human upper body structure.  

The good thing about Bayesian networks is that they can take into account the kinematic constraints of 
the human body structure. In other words, they capture dependencies among human body parts that are 
physically connected. Daniel P. Huttenlocher et. al. in their work show that by using BN we can capture 
additional important information such as coordination of the limbs [2]. In their work they create a model 
for 2D and 3D human pose recovery. Researchers from University of California demonstrated how 
efficiently BN can be used for tracking moving people in long sequence without manual initialization [3]. 

In this work we demonstrate a 2D posture recognition using Bayesian network that will capture the 
kinematic structure of human body. The proposed system is demonstrated in figure 1. Experimental results 
demonstrate the efficiency of BN in pose recognition. 
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Figure 1 – System overview 
 

Representation of body poses. As it was suggested in [6] we model human pose (see figure 2) using 
the feature set consisting of 3 elements: ( , , ),y x α  where (y,x) is the position of specific human body part 
and α  is the orientation of that part (inclination angle). There are 10 body parts such head, left-arm and 
etc. each having its coordinates and orientation. 

 

Figure 2 – Human pose model 

 
 

 
 

Figure 3 – Every body part has 2 parents: pose class C and physical parent O(p) 
 
Bayesian model. A Bayesian network (see figure 3) is a network, where each node represents human 

body part (e.g. Head, Right-arm). Every body part variable 10
1{O }i i=  has continuous value ( , , )i i i iO x yα= . 

As it was said above, we use BN because they can capture the kinematic structure of human body. Every 
node has it’s physical parent node and class node to which pose class it belongs to. Therefore all variables 
in BN can be parameterized by Conditional Linear Gaussian equation: 

1 2 3 4 2
( ) ( ) ( ) ( )| , ( , ),i p i ik p i ik p i ik p i ik ikO C k N x y αα β α β β β σ= ≈ + + +                                    (1) 

5 6 7 8 2
( ) ( ) ( ) ( )| , ( , ),x

i p i ik p i ik p i ik p i ik ikx O C k N x yβ α β β β σ= ≈ + + +                                     (2) 

Data capturing Data processing and 
feature extracting 

 Pose recognition using 
Bayesian network  

Result 
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9 10 11 12 2
( ) ( ) ( ) ( )| , ( , ),y

i p i ik p i ik p i ik p i ik iky O C k N x yβ α β β β σ= ≈ + + +                                   (3) 
where i = 1,2,…,10 are body part indexes, k  is the pose class number, p(i) denotes the parent of 'i th  
node. 

Model learning. A model can be learned using Expectation Maximization algorithm. Roman 
Filipovich et. al. [4] in their study demonstrated the efficiency of using EM algorithm in estimating the 
parameters of Bayesian trees. The idea of EM algorithm is iterating between doing expectation by 
generating approximate current assignments for hidden variables (E step) and updating parameters of the 
model by using these assignments (M-step). These iterations last until reaching local maxima. 

E-step: for each pose calculating conditional probabilities which calculated from computing joint 
probability of the class and pose: 

10

1 10 ( )
1

( ,O ,...,O ) ( ) ( | , ),i pa i
i

P C k P C k P O C k O
=

= = = =∏                                       (4) 

then we compute conditional class probability: 
1 10( | ,..., )P C k O O= ,                                                                   (5) 

M-step: for each pose class we fit CLG parameters. 
Experimental results. In order to evaluate our method we collected the database consisting of                

300 postures of 10 people related to 5 posture classes. About 70% of our database was used for learning a 
model and remain 30% for evaluation purpose. In order to capture poses we used Microsoft Kinect 
camera. Kinect camera is able to capture human skeleton images using its infrared technology. The 
program was written on. NET C# language. The captured poses then learned and evaluated by program 
written on Octave (Matlab). Finally we have got the following experiment results demonstrated in table. 

 
Pose recognition accuracy results 

 Pose Accuracy 

1 Standing 95% 
2 Sitting 89% 
3 Star pose 97% 
4 Waist bow 92% 
5 Kicking 91% 

Average accuracy 93% 
 
Accuracy is calculated from following equation: 

1(N ) 100c TAccuracy N −= × × ,                                                         (6) 
where Nc – number of right poses, NT – total number of poses. 

The demonstrated above results are high enough. The average recognition accuracy is 93% which can 
be comparable to the state of the art works. For example [5] have got also the same result using their 
method based on multilinear analysis. 

Conclusion. In this paper we wanted to demonstrate that Bayesian Networks are very efficient tool in 
human pose recognition problems. And this is because they can handle the constraints among human body 
parts. CPD values of BN nodes can be parameterized by conditional linear Gaussians of body part position 
and coordination. Model learning can be implemented by EM algorithm. The demonstrated method is 
comparable with state of the art works in this domain. Pose recognition may be used for other recognition 
tasks like gesture recognition, surveillance problems and etc. 
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БАЙЕСТІК ЖҮЙЕЛЕРМЕН ДЕНЕ КҮЙІН ТАНУ 

 
Мақалада Байестік желілер арқылы дене күйін тану əдісі ұсынылған. Байестік желілер дене бөліктерінің 

физикалық байланыстарын ескеруге қабылетті. Таратылудың шарты ықтималдылықтарының мəндері дене 
бөліктерінің көлбеу бұрыштары мен кординаталарының ескерілуімен Гаусс таратулары арқылы желінің 
түйіндерінде есептелінеді. Модельдің оқытылуы максималды ұқсастық негізінде ЕМ алгоритмі арқылы іске 
асырылады. 
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БАЙЕСОВСКИЕ СЕТИ В РАСПОЗНАВАНИИ ПОЗ 

 
В работе предложен метод использования Байесовских сетей для распознавании поз. Байесовские сети 

способны учитывать физическую взаимосвязь между частями тела. Значения условных вероятностных рас-
пределений на узлах сети расчитываются распределением Гаусса с учетом координат и угла наклона частей 
тела. Обучение модели происходит на основе максимального правдоподобия с ЕМ алгоритмом. 
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  
АСТЕНОСФЕРНОГО ДИАПИРИЗМА 

 
Аннотация. В приближении Буссинеска с экспоненциальной зависимостью вязкости от температуры 

разработана численная модель процесса формирования астеносферного диапиризма. Оценены основные 
параметры, закономерности и особенности процесса. 

Ключевые слова: астеносфера, диапир, земная кора, эффективная вязкость. 
Тiрек сөздер: астеносфера, диапир, жер қыртысы, тиімді тұтқырлық. 
Keywords: astenosphere, diaper, the earth's crust, effective viscidity. 
 
Введение. Среди различных задач геофизики особое место занимает задача астеносферного 

диапиризма в верхней мантии. Она органически связана с проблемами выноса тепла с глубинных 
недр Земли, распределением полезных ископаемых в земной коре, вулканической деятельностью и 
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землетрясениями, образованием рифтовых зон, движением континентов, тектоникой плит и с 
многими другими проблемами [1-3]. Отметим, что подробная библиография по астеносферному 
диапиризму в верхней мантии Земли и проблемные вопросы в этой области приведены в 
монографии [4]. 

Важнейшей чертой геофизики, использующей физические и механические методы для изуче-
ния Земли, является то, что по необходимости большой объем работ приходится на теоретические 
методы, так как проникновение в недра Земли затруднительно. Поэтому, наряду с геологическими 
и геофизическими методами исследования Земли, важную роль играют лабораторное и матема-
тическое моделирование. Следует отметить, что лабораторное моделирование не обеспечивает 
достаточного подобия реальных тектонических процессов [5]. 

Численное моделирование, основанное на базовых уравнениях механики сплошной среды, в 
отличие от лабораторного моделирования, позволяет дать развернутую во времени количествен-
ную картину напряженно-деформируемого состояния среды, описать сценарий развития и выявить 
основные закономерности и особенности мантийного диапиризма. 

При численном моделировании астеносферного диапиризма в верхней мантии обычно исполь-
зуют две, наиболее признанные в настоящее время, физические модели [4, 6-8]. В упрощенной 
модели I реология верхней мантии и литосферы с достаточной степенью точности аппроксими-
руется ньютоновской вязкой несжимаемой жидкостью, с плотностью и вязкостью, зависящих от 
температуры. В общей модели I, кроме того, вязкость зависит еще от гидростатического давления. 
При этом теплопоглощением за счет фазовых переходов в астеносфере пренебрегают по сравне-
нию с тепловым потоком, идущим с нижних слоев астеносферы. В модели II непосредственно 
учитываются фазовые переходы, основанные на экспериментальной кривой плавления в верхней 
мантии. Земная кора и астеносфера на больших отрезках времени аппроксимируются ньютонов-
ской вязкой несжимаемой жидкостью с плотностью, зависящей от температуры и доли подплав-
ленной фазы. 

В работах [6-16] проводилось компьютерное моделирование конвективной неустойчивости, 
являющейся причиной астеносферного диапиризма. Расчеты проводились методом конечных 
разностей, либо методом конечных элементов с перестройкой расчетной сетки, либо с помощью 
распараллеливания вычислений. В [7, 14, 16] учтены фазовые переходы, учитывающие плавление 
вещества астеносферы, что приводит к ее разуплотнению. В результате проведенных расчетов 
была прослежена динамика изменения полей скоростей, давления, температур и теплового потока 
от начальной стадии до развитой стадии астеносферного диапиризма. Показано, что в результате 
образования высокотемпературного диапира в астеносфере возникают и растут со временем 
растягивающие напряжения в литосфере, и происходит небольшое утонение литосферы. 

Отметим, что проблема астеносферного диапиризма, органически связанная с другими, не ме-
нее важными проблемами геофизики, далека от своего завершения [4]. Не обсуждая достоинства и 
недостатки численных методов, применяемых в этой области, отметим, что численные исследо-
вания немногочисленны (особенно трехмерных течений), и существуют определенные трудности в 
описании границы раздела сред. 

Близкие по своей природе к задачам об астеносферном диапиризме являются задачи соляного 
диапиризма. В Казахстане многие задачи солянокупольной тектоники поставлены академиком            
Ж. С. Ержановым и решены его учениками. Были разработаны и обоснованы несколько консерва-
тивно-разностных методов с использованием монотонных разностных схем и итерационных 
процессов, базирующихся на схеме расщепления физических процессов, позволяющих корректно 
прослеживать эволюцию поверхности раздела слоев вплоть до образования соляных линз [17-19]. 
На разработку этих методов огромное влияние оказал академик Ш. С. Смагулов. В работе [19] 
подведен итог этих многолетних исследований. Работы [20-22] посвящены формированию соляных 
диапиров в температурном поле. В них показано, что мелкомасштабная конвекция в верхних гори-
зонтах земной коры оказывает существенное влияние на распределение и формирование соляных 
диапиров и, кроме того, области нефтегазовых ловушек приурочены к областям повышенных 
термических градиентов. 

В настоящей работе с помощью метода, разработанного в [20] проведено численное модели-
рование астеносферного диапиризма на основе упрощенной модели I. Обсуждаются результаты 
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расчетов, и дается физически более корректная интерпретация геофизических данных. Для 
простоты авторы ограничились двумерным случаем.  

Физическая и математические модели. На больших отрезках времени (сотни тысяч, миллио-
ны лет) земную кору, астеносферу можно считать вязкими несжимаемыми жидкостями. Это 
следует из данных об изостатическом поднятии поверхности Земли после снятия ледовой нагрузки, 
экспериментальных данных исследования ползучести горных пород при высоких температурах и 
давлениях, а также из теоретических исследований [1-4]. 

Система уравнений, описывающая движения вязкой несжимаемой жидкости в поле силы 
тяжести и перенос тепла в системе координат Оx1x2 (ось Оx2 направлена вертикально вверх), имеет 
следующий вид [23]: 
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Здесь по немым индексам производится суммирование, ikσ  – девиатор тензора напряжений, ikε�  – 
тензор скоростей деформации, p – давление, Vk – компоненты скорости, ig  – компоненты ускоре-
ния силы тяжести, ρ - плотность, Cp – удельная теплоемкость при постоянном давлении, k – коэф-
фициент теплопроводности, T – абсолютная температура. Радиогенные источники тепла в данной 
работе не учитываются, поэтому отсутствуют соответствующие им члены в уравнении (4). 

Система уравнений (1)–(5) замыкается реологическим соотношением, связывающим тензор 
напряжений и тензор скоростей деформаций, а также уравнением состояния, отражающим 
зависимости плотности и вязкости от температуры и давления. Из результатов работ [6, 24, 25] 
следует, что реология верхней мантии и литосферы с достаточной степенью точности может быть 
аппроксимирована упрощенной реологической моделью I, когда среда описывается ньютоновской 
вязкой несжимаемой жидкостью с экспоненциальной зависимостью кинематической вязкости от 
температуры и плотностью, не зависящей от давления: 

 ))(1( ∗
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(6) 

Здесь T0 – некоторая фиксированная температура, вязкость при которой равна 0ν , β = const; *ρ  – 
невозмущенная плотность, зависящая от химического состава материала, или плотность при 
абсолютной температуре *T ; α – коэффициент теплового расширения.  

Область Ω в двумерной постановке задачи будем рассматривать в виде прямоугольника с 
высотой H0 = 200 км (в начальный момент времени на земную кору приходится 40 км мощности, 
на мощность верхней мантии – 160 км). Для земной коры и верхней мантии, согласно [4, 6], 
коэффициенты α,, pCk  с достаточной степенью точности можно принять постоянными во всей 

области и равными 0 0 5 04,0 /( ); 1, 2 /( ); 2, 0 10 /Рk Вт м К С кДж кг К Кα −= ⋅ = ⋅ = ⋅  их сред-
ним значениям. Средняя плотность верхней мантии, согласно [4, 6], равна *

10 ρρ =  = 3,4·103 кг/м3, 
плотность земной коры =*

2ρ  2,8·103 кг/м3, ускорение силы тяжести g = 9,9 м/с2. В качестве 

характерного значения температуры принимается 0
0 1573T K= , а *T  полагается равной K0273 . 
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Эффективная вязкость 0ν  принимается равной 1,8⋅1017 м2/с, а эффективная вязкость пластичной 

части земной коры принимается равной 20 2
2 1,8 10 /м cν = ⋅  [6, 7]. Коэффициент β выбирается из 

условия: 0
0 0 2 2( ) , ( 1073 )T T Kν ν ν ν= = = . 

Далее воспользуемся приближением Буссинеска: зависимость плотности от температуры 
учитывается только в выражении для архимедовой силы в уравнении импульса (1), а жидкость 
считается несжимаемой.  

Обозначим характерные параметры с индексом нуль. Положим 000
*
10 , νρµρρ == . За харак-

терную скорость и время примем: 0 0 0 0 0 0/ , / .pu k H C t H uρ= = Отнесем давление к 000 gHp ρ= , а 
температуру к T0. Тогда система уравнений в безразмерных переменных запишется в виде: 

1 1 2

1 1 1 2 2 1

0 2 2p V V VRa
x x x x x x

µ µ
⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪= − + + +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

                                  (7) 

( ) 1 2 2
0

2 1 2 1 2 2

0 1 2p V V VRa T
x x x x x x

ρ α µ µ∗ ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪= − + − + + +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭                       
 (8) 

1 2

1 2

0V V
x x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
                                                                 (9)  

1 2 0V V
t x y

ρ ρ ρ∗ ∗ ∗∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
                                                         (10) 

.)),11(exp( *
0 νρµβν =−=

T
                                                     (11) 

2 2 22 2
1 2 1 2

1 2 2 2
1 2 2 1 2 2 11

1 2 2 .T T T T T V V V VV V Di
t x x x x x x xx

ν
ρ∗

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟+ + = + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠            

(12) 

Здесь 00 Tαα = ; 00 / Tββ = ; ( )3 5
0 0 0/ 2.56 10pRa gH C kρ ν= = ⋅ - число Релея; 

23
0 0Pr / 2,04 10pC kν ρ= = ⋅  – число Прандтля; ( )2 2 6

0 0 0 0/ 2,9 10pDi k T H Cν ρ −= = ⋅  – безразмерный 

параметр диссипации. Число Прандтля входит множителем Pr–1 в левую часть безразмерных 
уравнений импульса (7), (8) и имеет порядок 1023, поэтому левые части уравнений (7), (8) можно 
положить равными нулю. В работе [23] показано, что при малых скоростях можно пренебречь вяз-
кой диссипацией, что подтверждается значением Di = 2,9⋅10

–6, но из методических соображений, при 
разработке численного метода, последний член в правой части уравнения (12) был оставлен [20].  

К системе уравнений (7)–(12) добавляются начальные и граничные условия. При t = 0 задаются 
распределения ρ и температуры T. Граничные условия могут быть разнообразными. В данном 
исследовании на боковых стенках ставились условия симметрии, а на верхней и нижней стенках – 
условия прилипания. Кроме того, на нижней стенке задавалась температура T(x), а на верхней 
стенке температура полагалась равной нулю по Цельсию. 

Таким образом, математическая модель состоит в реализации системы уравнений (7)–(12) с 
соответствующими начальными и граничными условиями. 

Численный метод. Для расчета чисто динамической задачи формирования соляных структур 
авторами был разработан и реализован численный метод [18, 19]. В тепловой задаче (7)–(12) в 
уравнениях импульса добавляется член, пропорциональный температуре, и уравнение (12), 
выражающее баланс энергии с соответствующими граничными и начальными условиями. Поэтому 
алгоритм расчета динамической части остается прежним (в дискретных уравнениях импульса 
добавляется архимедова сила, связанная с температурой, которая определяется в центре ячейки). 
Уравнение энергии аппроксимировано неявной абсолютно устойчивой схемой переменных 
направлений, которая реализуется продольно-поперечной немонотонной прогонкой. При этом 
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конвективные члены в левой части уравнения (12) аппроксимировались схемой против потока, 
гарантирующей ее монотонность.  

Реализация разностной начально-краевой задачи (7)–(12) проводится следующим образом. При 
t = 0 известны начальные значения плотности, динамической вязкости (она вычисляется из 
разностного аналога уравнений (11)) и температуры, по которым вычисляются объемные силы в 
уравнениях импульса. Разрешается разностный аналог уравнений (7)–(9), позволяющий определить 
значения компонент скорости и давления в начальный момент времени, а также распределение 
вязкостей и плотностей на первом временном слое. Разрешается разностный аналог уравнения (12), 
который дает распределение температуры по пространству на первом временном шаге. Затем 
процесс повторяется, и вычисления проводятся до необходимого временного слоя. 

В приводимых ниже расчетах вычислялся девиатор касательных напряжений τ, который 
обычно используется при расчете на прочность горных пород. Критерий прочности, часто исполь-
зуемый на практике, гласит: если девиатор касательных напряжений τ меньше определенного 
предела τпр, то разрушение горной породы не происходит; если девиатор касательных напряжений 
τ больше или равен τпр, то происходит разрушение горной породы. Для плоской деформации 
критерий выглядит так: 

прτσσστ ≤+−= 2
12

2
1122 4)(

 Здесь под горной породой мы подразумеваем земную кору. Сначала численным моделированием 
определяются поля давлений, скоростей и температуры. Затем численным дифференцированием 
(через центральные разности на разнесенных сетках) определяются поля напряжений σ11, σ22, σ12            
и τ. Далее выделяются зоны повышенных концентраций девиатора касательных напряжений, что 
позволяет при более детальных расчетах определить вероятные зоны разрушения земной коры.  

Результаты расчетов. Построенные физическая, математическая и дискретная модели позво-
ляют оценить характерные параметры формирования астеносферного диапира и сделать адекват-
ную геофизическую интерпретацию этого процесса. 

На рисунках 1, а–г приведены профили изотерм и поля скоростей для двух моментов времени 
формирования астеносферного диапиризма. На нижней границе области задавалась температура 
1573 K0, а в двух центральных соседних точках нижней границы области температура была задана 
на 20% выше, что моделирует неоднородность теплового потока с нижних слоев верхней мантии.  

Расчеты показали, что процесс формирования астеносферного диапира протекает неравно-
мерно. Сначала процесс формирования астеносферного диапира со временем ускоряется, а затем 
замедляется и примерно через 36 млн. лет выходит на стационарный режим. 

Значение максимальной скорости меняется от 1 до 12,4 км/млн. лет, достигая максимума при               
t = 13.6 млн. лет, с постепенным выходом на стационарное значение 2,8 км/млн. лет. На рисун-          
ках 1, в–г отчетливо видны две конвективные ячейки в верхней мантии. Интенсивность поля 
скоростей существенно выше на более раннем этапе (рисунок 1, в) развития процесса, чем на более 
позднем (рисунок 1, г). Рисунки 1, а–б свидетельствуют о том, что изотермы высоких температур 
изогнуты сильнее, чем изотермы низких температур. Этот факт указывает на более интенсивные 
движения и в областях с большей температурой, что подтверждается рисунками 1, в–г. При этом 
тепловой поток в центральной части расчетной области повышается, а на периферии падает, что 
связано с опусканием вещества в этой области. Отметим, что значения основных параметров, 
характеризующих формирование астеносферного диапира, близки численно к значениям харак-
терных параметров работы [6]. 

На рисунках 1, а–г в процессе формирования астеносферного диапира отчетливо просматри-
вается утонение земной коры в центральной части области и практически незаметное опускание на 
этих рисунках земной коры на периферии (в силу того, что земная кора моделируется несжи-
маемой жидкостью). Расчеты показали, что этап медленного утонения земной коры сменяется 
этапом относительно быстрого утонения. Через 36 млн. лет утонение земной коры в центральной 
части составляет 5,2 км, а в ее периферийной части опускание составляет 0,4 км. Наибольшие зна-
чения девиатора касательных напряжений достигаются в областях земной коры, непосредственно 
примыкающих в области утонения к астеносфере. В результате в этих областях происходит 
хрупкое разрушение земной коры с образованием трещин, после чего происходит подъем магмы 
по этим трещинам [26].  
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Рисунок 1 – Распределение изотерм (а, б) и поля скоростей (в, г) формирования астеносферного диапиризма  

в моменты времени t = 12 млн. лет (а, в) и t = 36 млн. лет (б, г) 
 

Отметим следующее обстоятельство. На рисунке 1, г плотность астеносферы в области утоне-
ния земной коры равна 3,06⋅103 кг/м3, что больше плотности земной коры 2,8⋅103 кг/м3, и, следова-
тельно, сила плавучести имеет отрицательный знак на границе астеносфера – земная кора. Тем не 
менее, утонение земной коры здесь происходит. В чем же здесь причина утонения земной коры? 
Причина здесь заключается в конвекции. Действительно, в верхних центральных слоях астено-
сферы, примыкающих к нижней подошве земной коры, за счет конвекции, сила плавучести 
положительна. Поэтому сила воздействия на земную кору в центральной части области со стороны 
астеносферы имеет вертикальную составляющую, направленную вверх, в результате чего 
происходит утонение земной коры. На периферии же силы плавучести отрицательны, поэтому 
вертикальная составляющая этих сил, направлена вниз, в результате чего происходит опускание 
земной коры в этих областях.  

Значение эффективной вязкости ν2 = 1,8⋅1020 м2/с для земной коры представляется занижен-
ным. Поэтому были проведены расчеты, когда эффективная вязкость изменялась в пределах от 
1,8⋅1016 м2/с до 1,8⋅1023 м2/с, при прочих равных параметрах задачи. 

Расчеты показали, что утонение и опускание земной коры не происходит: граница раздела 
между земной корой и астеносферой остается прямолинейной. Для того, чтобы получить утонение 
земной коры, необходимо увеличивать тепловой поток на нижней границе астеносферы, как это 
сделано, например, в работе [6]. 

На рисунках 2, а–е приведены профили изотерм и поля скоростей для трех моментов времени 
формирования астеносферного диапиризма при наличии двух термически симметричных возму-
щений тепловой границы области. На нижней границе области задавалась температура 1573 K0, а 
на периферии границы задавались два симметричных возмущения температуры (на 20% выше). 
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Рисунок 2 – Распределение изотерм (а, б, в) и поля скоростей (г, д, е) формирования астеносферного диапиризма  

в моменты времени t = 0 млн. лет (а, г); t = 18 млн. лет (б, д); t = 36 млн. лет (в, е)  
при воздействии двух симметричных термических возмущений (а, б, в) 

 
Как видно из рисунков 2, а–е, конвективные ячейки поменяли ориентацию на противополож-

ную (см. рисунки 1, в–д). Область пониженных температур характерна для центральной части 
области, и наоборот, области повышенных температур – для ее периферийной части. В результате 
происходит неравномерное проседание земной коры в центральной части области. При t = 36 млн. 
лет проседание земной коры составляет 5,6 км, а утонение земной коры в периферийной области 
составляет 0,4 км. Повышенные значения девиаторов напряжений в земной коре наблюдаются в 
периферийной ее части, где возможно внедрение магмы по трещинам, образованным в результате 
разрушения земной коры. 

В заключение отметим, что применение упрощенной модели I для описания астеносферного 
диапиризма ограничено относительно небольшим диапазоном изменения эффективной вязкости и 
относительно умеренным тепловым потоком с нижних слоев верхней мантии. 
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АСТЕНОСФЕРЛЫҚ ДИАПИРИЗМАНЫ САНДЫҚ ҮЛГІЛЕУ 
 

Тұтқырлықтың температурадан экспоненциалды тəуелділігінің Буссинеск жуықтауында астеносферлық 
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ОБ ОДНОЙ ЧИСЛЕННОЙ РЕАЛИЗАЦИИ МЕТОДА 

ПАРАМЕТРИЗАЦИИ РЕШЕНИЯ ЛИНЕЙНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ НАГРУЖЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ  

 
Аннотация. Разбиением интервала точками нагружения и введением дополнительных параметров 

линейная двухточечная краевая задача сводится к эквивалентной краевой задаче с параметрами. Решением 
матричных и векторных задач Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений на подинтервалах 
построена система линейных алгебраических уравнений относительно параметров. Предложен численный 
метод решения рассматриваемой задачи, основанный на решении построенной системы и методе Рунге-
Кутта 4-го порядка для решения задач Коши на подинтервалах. 

Ключевые слова: краевая задача, метод параметризации, нагруженные дифференциальные уравнения. 
Тірек сөздер: шеттік есеп, жүктелген дифференциалдық теңдеулер, параметрлеу əдісі. 
Keyword: boundary value problem, loaded differential equations, parameterization method. 
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Рассматривается краевая задача для нагруженного дифференциального уравнения 

( ) n
m

i
ii RxTttfxtKxtA

dt
dx

∈∈++= ∑
=

,,0),()()()(
0

θ ,                                (1) 

nRddTCxBx ∈=+ ,)()0( ,                                                       (2) 
где Tmm <<<<<= − θθθθ 110 ...0 , (n×n) матрицы – A(t), K(t), mi ,0=  и n-вектор f(t) непрерывны на 
[0,T]. B и С – постоянные матрицы размера (n×n). 

Нагруженные дифференциальные уравнения часто возникают в приложениях как математи-
ческая модель процессов, где состояния в определенные моменты времени оказывают существен-
ное влияние на свойства описываемого процесса в целом. 

Нагруженные дифференциальные уравнения также возникают при построении приближенных 
методов нахождения решения задач для интегро-дифференциальных уравнений Фредгольма. 

Необходимые и достаточные условия однозначной разрешимости задачи (1), (2) на основе 
метода параметризации [1] установлены в [2]. 

Численное решение начальной и многоточечной краевой задачи для линейных нагруженных 
дифференциальных уравнений исследовано в [3]. При предположении существования и единствен-
ности решения предлагаются алгоритмы, основанные на идее переноса краевых условий (см. [4]). 

Перенос осуществляется решением матричных задач Коши для нелинейных обыкновенных 
дифференциальных уравнений. 

Целью настоящей статьи является построение численных алгоритмов решения краевой задачи (1), 
(2), где не требуется нахождение решения нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений. 

С этой целью к задаче (1), (2) применяется метод параметризации. Интервал [0, T] разбивается 

на подинтервалы точками нагружения: [ ) [ )∪
1

1
1,,0

+

=
−=

m

r
rrT θθ .  

Сужение вектор-функции x(t) на r-ый интервал [ )rr θθ ,1−  обозначается через xr(t), т.е 

[ ) 1,1,,),()( 1 +=∈= − mrttxtx rrr θθ . В качестве параметра rλ  будем рассматривать 
значения функции xr(t) в точках 1−= rt θ  и на каждом интервале [ )rr θθ ,1−  производим замену 

rrr txtu λ−= )()( , 1,1 += mr . Тогда исходная задача (1), (2) перейдет к эквивалентной краевой 
задаче с параметрами  

( ) ( )rr

m

i
iirr

r ttftKutA
dt

du θθλλ ,),()()( 1
0

1 −
=

+ ∈+++= ∑ ,                           (3) 

1,1,0)( 1 +==− mru rr θ                                                         (4) 
n

mTtm RddtuCCB ∈=++ +−→+ ,)(lim 1011 λλ                                         (5) 

mstu ssts
s

,1,)(lim 10
==+ +−→

λλ
θ

                                                 (6) 

Задачи (1), (2) и (3)-(6) эквивалентны. Если функция x(t) является решением                      
задачи (1), (2), тогда пара [ ]( )tu,λ , где ( ))(),...,(),0( 1121 mmxxx θθλ += , 

( ))()(...,),()(),0()(][ 1112211 mmm xtxxtxxtxtu θθ ++ −−−=  является решением задачи (3)-(6). И 

наоборот, если пара [ ]( )tu~,~λ , где ( )121
~,...,~,~~

+= mλλλλ , ( ))(~...,),(~),(~][~
121 tutututu m+= , является 

решением задачи (3)-(6), тогда функция )(~ tx , определяемая равенствами 

( )rrrr ttutx θθλ ,),(~~)(~
1−∈+= , 1,1 += mr , )(~lim~)(~

101 tuTx mTtm +−→+ += λ  является решением 

исходной задачи (1), (2).  
Разбиение интервала [0,T] точками нагружения и введение дополнительных параметров позво-

лили получить обыкновенное дифференциальное уравнение с параметрами (3) и начальные усло-
вия (4). 
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Пусть X(t) – фундаментальная матрица обыкновенного дифференциального уравнения 

[ ].,0,)( TtxtA
dt
dx

∈=  

Тогда единственное решение задачи Коши (3)-(4), при фиксированных значениях ( )121 ..,,, += mλλλλ  
имеет вид 

[ ),,,)()()()()()( 1
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1
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iirr tdftKAXtXtu
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θ
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−

1,1 += mr     (7) 

Введем следующие обозначения:  

,)()()()(
1

1 τττ
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dAXtXtD
t

r
r

∫
−

−= 1,1 += mr ,                                      (8) 
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1 τττ
θ

dKXtXtH
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r
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−

−= 1,1 += mr , mi ,0= ,                            (9) 

,)()()()(
1

1 τττ
θ

dfXtXtF
t

r
r

∫
−

−= 1,1 += mr .                                    (10) 

Подставив выражения из (7) соответствующие )(lim
0

turt r −→θ
, 1,1 += mr  в краевое условие (5) и 

условие склеивания решения во внутренних точках разбиения (6) получим систему линейных 
алгебраических уравнений относительно параметров rλ , 1,1 += mr . 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )TCFdTHICTHTHB mm
m
mi

m

i

i
mm 1111

1

1
11

0
1 ++++

−

=
++ −=++++ ∑ λλλ              (11) 

( ) ( )sssi

m

i
s

i
sssss FHD θλλθλθλ −=−++ ++

=
∑ 11

0
)( , ms ,1=                         (12) 

Матрицу cоответствующей левой части системы уравнений (11), (12) обозначим через Q(θ)и 
систему запишем в виде 

( ) ( ) ,, 2nRFQ ∈−= λθλθ                                                       (13) 
где ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )mmm FFFTCFdF θθθθ ...,,,, 22111++−= .  

Нетрудно установить, что разрешимость линейной двухточечной краевой задачи для нагру-
женного дифференциального уравнения (1), (2) эквивалентна разрешимости системы (13). 

Предлагаемый численный метод основан на построении и решении системы (13). Как показы-
вают формулы (8)-(10), коэффициенты и правая часть системы (13) определяются значениями 
решения задач Коши в конечных точках подинтервалов при нулевых начальных условиях. 
Значения матриц Dr(t), )(tH i

r  и вектора Fr(t) на подинтервалах найдем численно решая матричные 
и векторные задачи Коши. 

)()( tAXtA
dt
dX

+= , [ ) 1,1,0)(,, 11 +==∈ −− mrXt rrr θθθ                     (14) 

)()( tKXtA
dt
dX

i+= , [ ) 1,1,0)(,,1,, 11 +===∈ −− mrXmit rrr θθθ              (15) 

)()( tfXtA
dt
dX

+= , [ ) 1,1,0)(,, 11 +==∈ −− mrXt rrr θθθ                    (16) 

Для этого каждый r-ый подинтервал [ )rr θθ ,1−  делим на четные mrNr ,1, =  части и исполь-

зуем метод Рунге-Кутты 4-го порядка с шагом ( ) rrrr Nh /1−−= θθ , 1,1 += mr . 
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Численное решение задач Коши (14)-(16) позволяет получить следующую приближенную 
систему алгебраических уравнений относительно параметров λ 

( ) ( ) ( )121
2~~

,...,,~,, +=∈−= m
nhh hhhhRFQ λθλθ                                (17) 

Решая систему (17) получаем ( )h
m

hhh ~

1

~

2

~

1

~
,...,, += λλλλ . 

Здесь h
r

~
λ , 1,1 += mr  является приближенным значением решения задачи (1), (2) в точках 

1,1,1 +== − mrt rθ . Значения решения в остальных точках подинтервалов найдем вновь 
используя метод Рунге-Кутта 4-го порядка к следующим задачам Коши 

),()()(
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~

1 tftKxtA
dt

dx m
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iir

r ++= ∑
=

+λ  [ ),,1 rrt θθ −∈  1,1,)(
~

1 +==− mrx h
rrr λθ          (18) 

В качестве иллюстрации вышеизложенного алгоритма рассмотрим следующий пример. 

Пример. На отрезке [0,1] рассмотрим краевую задачу с нагружением в точке 
4
1

=t . 

2),(
4
1)()( RxtfxtKxtA

dt
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Решением задачи (19) – (20) является вектор x(t) с координатами )1()(,1)( 21 −== tttxtx .  

Отрезок [0,1] делим на две части: [ ) ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡∪⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡= 1,

4
1

4
1,01,0 , вводим дополнительные параметры 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

4
1),0( 221 xx λλ , и переходим к эквивалентной краевой задаче с параметрами.  

Решаем ниже приведенные задачи Коши методом Рунге-Кутты 4-го порядка. Число разбиений 

на подинтервале ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡∈

4
1,0t  возьмем равным N1 = 10, а на подинтервале ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡∈ 1,
4
1t  равным N2 = 30 с 

одинаковым шагом h1 = h2 = 0,025. 
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⎠
⎞

⎢⎣
⎡∈ Xt   )()( tAXtA

dt
dX

+= ,  ,0
4
1,1,

4
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡∈ Xt  

)()( tKXtA
dt
dX

+= ,  ,0)0(,
4
1,0 =⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡∈ Xt   )()( tKXtA

dt
dX

+= ,  ,0
4
1,1 ,

4
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡∈ Xt  

)()( tfXtA
dt
dX

+= ,  ,0)0(,
4
1,0 =⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡∈ Xt   )()( tfXtA

dt
dX

+= ,  .0
4
1,1,

4
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡∈ Xt  

Далее строим матрицу ( )θhQ
~

 и вектор ( )θhF
~

:  

( )
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

35143690.78162332-25936940.03157413-11840040.9996717775334180.25257932-
76974170.256161470747140.74482524-64033150.005273286153371.03074980
89635661.30541106-84285581.2003055710
40112461.52259325-46740962.32210048-01

~
θhQ , 
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( )
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

69685130.13759908
83352820.23789428-
05110251.44507016-

20087161.03661423
~

θhF . 

И решая систему уравнений (17) получаем численные значения параметров  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

55645720.18750016-
92255691.00000000

,
69449150.00000011-

83692121.00000004 ~

2

~

1
hh λλ . 

Численные решения в остальных точках подинтервалов найдем вновь используя метод Рунге-
Кутты 4-го порядка к следующим задачам Коши 

),()()(
~

21
1 tftKxtA

dt
dx h ++= λ    ,

4
1,0 ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡∈t    ,)0(

~

11
hx λ=  

),()()(
~

22
2 tftKxtA

dt
dx h ++= λ    ,1,

4
1

⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡∈t    

2 2
1 .
4

hx λ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

�  

Результаты вычислений представлены в следующей таблице 
t x1(t)  (численное решение) x1(t) (решение) x2(t) (численное решение) x2(t) (решение) 
0 1.0000000005 1 -0.0000000015 0 
0.025 1.0000000005 1 -0.0243750015 -0.024375 
0.05 1.0000000004 1 -0.0475000016 -0.0475 
0.075 1.0000000004 1 -0.0693750017 -0.069375 
0.1 1.0000000003 1 -0.0900000017 -0.09 
0.125 1.0000000003 1 -0.1093750018 -0.109375 
0.15 1.0000000002 1 -0.1275000018 -0.1275 
0.175 1.0000000002 1 -0.1443750019 -0.144375 
0.2 1.0000000002 1 -0.1600000019 -0.16 
0.225 1.0000000001 1 -0.1743750020 -0.174375 
0.25 1.0000000001 1 -0.1875000020 -0.1875 
0.275 1.0000000000 1 -0.1993750021 -0.199375 
0.3 1.0000000000 1 -0.2100000021 -0.21 
0.325 1.0000000000 1 -0.2193750022 -0.219375 
0.35 0.9999999999 1 -0.2275000022 -0.2275 
0.375 0.9999999999 1 -0.2343750023 -0.234375 
0.4 0.9999999999 1 -0.2400000023 -0.24 
0.425 0.9999999998 1 -0.2443750023 -0.244375 
0.45 0.9999999998 1 -0.2475000024 -0.2475 
0.475 0.9999999998 1 -0.2493750024 -0.249375 
0.5 0.9999999998 1 -0.2500000024 -0.25 
0.525 0.9999999998 1 -0.2493750024 -0.249375 
0.55 0.9999999998 1 -0.2475000024 -0.2475 
0.575 0.9999999998 1 -0.2443750025 -0.244375 
0.6 0.9999999998 1 -0.2400000025 -0.24 
0.625 0.9999999998 1 -0.2343750025 -0.234375 
0.65 0.9999999998 1 -0.2275000024 -0.2275 
0.675 0.9999999998 1 -0.2193750024 -0.219375 
0.7 0.9999999998 1 -0.2100000024 -0.21 
0.725 0.9999999998 1 -0.1993750024 -0.199375 
0.75 0.9999999998 1 -0.1875000023 -0.1875 
0.775 0.9999999998 1 -0.1743750023 -0.174375 
0.8 0.9999999999 1 -0.1600000022 -0.16 
0.825 0.9999999999 1 -0.1443750022 -0.144375 
0.850 1.0000000000 1 -0.1275000021 -0.1275 
0.875 1.0000000001 1 -0.1093750020 -0.109375 
0.9 1.0000000001 1 -0.0900000019 -0.09 
0.925 1.0000000002 1 -0.0693750018 -0.069375 
0.950 1.0000000003 1 -0.0475000017 -0.0475 
0.975 1.0000000004 1 -0.0243750016 -0.024375 
1 1.0000000005 1 -0.0000000014 0 
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Как видно из таблицы разность между точным и приближенным решением не превышает 
значения ε = 0,5⋅10–8. 
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ЖҮКТЕЛГЕН ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУ ҮШІН СЫЗЫҚТЫ ШЕТТІК ЕСЕПТІ ШЕШУДІҢ 
ПАРАМЕТРЛЕУ ƏДІСІНІҢ САНДЫҚ ЖҮЗЕГЕ АСЫРЫЛУЫ 

 
Интервалды жүктеу нүктелерімен бөлу жəне қосымша параметрлерді енгізу арқылы сызықты екінүктелі 

шеттік есеп эквивалентті шеттік есепке келтіріледі. Ішкі аралықтарда жəй дифференциалдық теңдеулерге 
қойылған матрицалық жəне векторлық Коши есептерінің шешімдері арқылы параметрлерге қатысты 
сызықты алгебралық теңдеулер жүйесі құрылады. Қарастырылып отырған есепті шешудің құрылған жүйені 
шешуге жəне ішкі аралықтарда Коши есебі үшін 4-ретті Рунге-Кутта əдісіне негізделген сандық əдісі ұсы-
нылған. 

Тірек сөздер: шеттік есеп, жүктелген дифференциалдық теңдеулер, параметрлеу əдісі. 
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ON ONE NUMERICAL IMPLEMENTATION OF THE PARAMETERIZATION METHOD  

FOR SOLVING OF LINEAR BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR LOADED DIFFERENTIAL EQUATIONS 
 

Linear two-point boundary value problem is reduced to an equivalent boundary value problem with parameters 
by partition of the interval with points of loading and the introduction of additional parameters. A system of linear 
algebraic equations with respect to parameters is constructed by solving of Cauchy’s matrix and vector problems for 
ordinary differential equations on the subintervals. Numerical method for solving of the problem is suggested, which 
based on the solving of the constructed system and method of Runge-Kutta 4th order for solving of the Cauchy 
problem on the subintervals. 

Keyword: boundary value problem, loaded differential equations, parameterization method. 
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УДК 622.011. 04; 622.023 
 

М. Е. ЕСҚАЛИЕВ, Г. К. ІЗБАСАРОВА, М. К. ЧАНБАЕВА  
 

(Қазақ мемлекеттік қыздар педагогикалық университеті, Алматы, Қазақстан) 
 

ДАРА ЖҮКТЕЛГЕН ƏСЕРДЕН БОЛҒАН ЭЛЕМЕНТТЕГІ  
КЕРНЕУЛЕР МЕН ЖЫЛЖУЛАРДЫ ЖУЫҚТАП  

АНЫҚТАУДЫҢ ТЕОРИЯЛЫҚ НЕГІЗДЕРІ 
 
Аннотация. Цилиндрлік қуысы бар екі қисық сызықтармен тұйықталған анизотропты денедегі дара жүк-

телген əсерден болған элементтегі кернеулер мен жылжуларды анықтаудың жуықтама жолдары көрсетілген. 
Шекаралық элементтер əдісіне(ШЭƏ) сəйкес дене шекарасы шекаралық элементтер деп аталатын сынық 
сызықтармен бейнеленеді. Көрсетілген элементтер ортасындағы пішіндік шарттардың орындалуы тұтас 
жазықтықта шекаралық элементтерге кейбір жалған əсерлердің жүктелуімен орындалады. Жазықтықтың кез 
келген нүктесінде осы элементтерден туындаған кернеулер мен жылжулар екі комплексті потенциалдар 
арқылы өрнктеліп, онымен қоса осы потенциалдардың механика-математикалық өрнегі келтірілген. 

Тірек сөздер: жүктеме, қабыршақ, тербеліс, алгоритм, параметр, жылжу, тұтқырлық. 
Ключевые слова: нагрузка, оболочка, колебания, алгоритм, параметр, перемещение, вязкость. 
Keywords: loading, cover, rotation algorithm, parameters, moving, viscous. 
 
Цилиндр тəріздес қуысы бар жазық деформация жағдайындағы анизотроптық денені қарас-

тырамыз. Қуыстың көлденең қима ауданы Ω облысын қамтиды, ол Г1 жəне Г2 тұйық қисықтармен 
қоршалған (1-сурет). Кернеулік жағдайдағы жазықтық екі осте қарастырылады. Нақты қойылған 
шекаралық есепке беттегі күштер берілген. Берілген шарттар бойынша жазықтықта кернеулер мен 
жылжуларды анықтау керек. 

Есепті шешуде шекаралық элементтер əдісі (ШЭƏ) қолданылады [1, 2]. Осы əдіске сəйкес 
дененің n түзу кесінділерден тұратын шекарасы сынық сызықтармен аппроксимацияланады               
(1-сурет). Əрбір элементтегі жергілікті остер (тік N жəне L жанама) элементтердің ортасы арқылы 
өтеді. 

 

 
1-сурет 

 
Белгілі бір жалған күштерді шекаралық элементтерге жүктеу арқылы элементтердің ортасында 

жиектік шарттардың орындалуына əкеледі. Бұл жалған күштер шекара-элементтердің бойында 
бірқалыпты таралған деп есептейміз. 
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АВ элементіне бірқалыпты таралған gZ күштері жүктелсін, онда ол өзінің ОХ жəне OY арқылы 
бас векторға келтіріледі. 

zgABP *=  

 
 

2-cурет 
 

Элементтің ұзындығы өзінің шеткі нүктелері мен А(x1, x2) жəне B(x2, y2) мынаған тең болады 

( ) ( )221
2

21 yyxxAB −+−=  

Жазықтықтың кез келген D (x,y) нүктесінде осы элементтердегі кернеулер мен жылжулар екі 
комплексті потенциалдың )2,1()( =Φ jjzj  күрделі комплексті айнымалылары арқылы көрсе-

тіледі, мұндағы ,yjxjz µ+=  jµ  – сипаттамалық теңдеудің түбірі [3]. 

 

 ( ) 0222622
661223

1624
11 =+−++− βµβµββµβµβ                         (1) 

 
Бұл теңдеудің түбірлерінің барлығы комплексті [3]; µ1 жəне µ2 бұлар түбірдің оң жорымал 

бөлігі; 

,
33

33
a

jaia

ijaij −=β  (i, j=1, 2, 4, 5, 6) 

Жазық деформация жағдайындағы серпімді тұрақтылар; aij – техникалық 
mnkiGiE ν,,                       

(i, j, k, l, m, n = 1, 2, 3) тұрақтылар арқылы көрсетілген серпімді тұрақтылары: 
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қалған aij нөлге тең. Бұл жерде серпімді тұрақтыларды координат жүйесіне ауысуды түрлендіру 
формуласы пайдаланылады, себебі техникалық тұрақтылар ηξo  остерінде берілген (1-сурет), ϕ – 
ОХ осіне түскен жазықтық изотропиясының бұрышы, α – АВ көлбеу элементтің ОХ осіне түскен 
бұрышы. 

Қарастырылып отырған жағдайда Фj(zj) потенциалы АВ бойындағы шоғырланған күштердің 
сəйкес потенциалын интегралдау арқылы алынады. Координат басындағы тұтас шексіз анизотроп-
тық жазықтықтағы шоғырланған күштің потенциалы ( ) ln ,j j j jz A zΦ =  (zj = 1,2) болады. Коор-
динат басын жаңа нүктеге параллель тасымалдағанда осы екі функция анизотроптық жазықтықта 
инвариантты болады [4]. Сондықтан егерде күш координаттары (x0, y0) кез келген нүктеге түскенде 

0( ) ln( )j j j j jz A z zΦ = −  болады, мұнда 0 0 0j jz x yµ= +  нүктесінің физикалық жазықтықтағы күш 
түскен z0 = x0 + iy0 нүктесіне сəйкестігі. 

Егер АВ кесіндінің бойында шоғырланған күшті интегралдасақ, онда бірқалыпты таралған 
күштерден комплексті потенциалдар үшін осы кесіндіде мынаны аламыз: 
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Дара жүктелген элементтің əсерінен болатын жазықтықтағы координаты (х, y) кез келген 
нүктедегі кернеулер мен жылжулар төмендегі формулалармен анықталады 
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Жоғарыдағы өрнектерді пайдаланып жергілікті NCL жүйе координатында шексіз анизотро-

пиялық жазықтың кез келген нүктесінде АВ кесіндісінің бойында бір қалыпты таралған нормалді 

ng жəне lg  əсерлерді табуға болады. 
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3-cурет 
 

Егерде белгісіз шамалары анықталатын нүкте АВ кесіндісінде (4-сурет) орналасса (яғни, бұл С 
нүктесі), онда шоғырланған күштер үшін комплексті потенциалды интегралдау кезінде шоғырлан-
ған күштер үшін ерекшелік туады. Мұндай жағдайда интегралдау АВ кесіндісі бойынша жүргізіл-
мейді, ол ADEFGB сынық сызығы бойынша 0,0 →→ δε  болғанда ғана интегралданады (мұнда 

DECGDC === δε , ). 

 
4-cурет 

 
Бұл жағдайда зерттеулер комплексті потенциалдар үшін өрнекті NCL жергілікті жүйе остерінде 

формалды түрде қолдануға болатынын көрсетті. 
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Резюме 
 

М. Е. Ескалиев, М. К. Чанбаева, Г. К. Избасарова 
 

(Казахский государственный женский педагогический университет, Алматы, Казахстан) 
 

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ПРИБЛИЖЕННОГО ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ  
И ПЕРЕМЕЩЕНИЙ ВЫЗВАННЫХ ДЕЙСТВИЕМ ОДИНОЧНОГО НАГРУЖЕННОГО ЭЛЕМЕНТА 
 
Рассматривается приближенное решение об определении напряжений и перемещений, вызванных дейст-

вием одиночного нагруженного элемента в анизотропном теле с цилиндрической полостью, ограниченную 
двумя замкнутыми кривыми. В соответствии с методом граничных элементов (МГЭ) граница тела аппрокси-
мируется ломаной линией, называемых граничными элементами. Выполнение контурных условий в 
серединах указанных элементов достигается прикладыванием к граничным элементам в сплошной плоскости 
некоторых фиктивных нагрузок. Напряжения и перемещения в произвольной точке плоскости, вызываемые 
таким элементом, выражается через два комплексных потенциала, а также подробно представлены 
механико-математические выражения этих потенциалов. 

Ключевые слова: нагрузка, оболочка, колебания, алгоритм, параметр, перемещение, вязкость. 
 

Summary 
 

M. Yeskaliyev, M. Chanbayeva, G. Izbassarova  
 

(Kazakh State women's Pedagogical University, Almaty, Kazakhstan) 
 

THEORETICAL BASIS OF THE APPROXIMATE DETERMINATION OF STRESSES  
AND DISPLACEMENTS CAUSED BY THE ACTION OF A SINGLE ELEMENT LOADED 

 
Considered approximate solution of determination of stresses and displacements caused by a single-loaded ele-

ment in the anisotropic body with cylindrical cavity bounded by two closed curves. In accordance with the boundary 
element method (BEM) boundary of the body is approximated by a polyline-called boundary elements. Execution of 
contour conditions in the middles of these elements is achieved by applying to a boundary elements in solid plane 
some dummy loads. Voltage and moving at an arbitrary point in the plane caused by such element is expressed via 
two integrated capacity and presented in detail the mechanical-mathematical expression of these potentials. 

Keywords: loading, cover, rotation algorithm, parameters, moving, viscous. 
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К. А. ҚАБЫЛБЕКОВ, П. А. САЙДАХМЕТОВ,  
Т. К. ТҰРҒАНОВА, М. А. НҰРУЛЛАЕВ, Л. Е. БАЙДУЛЛАЕВА 

 
(М. Əуезов атындағы Оңтүстік Қазақстан мемлекеттік университеті, Шымкент, Қазақстан) 

 
ЖИНАҒЫШ ЖƏНЕ ШАШЫРАТҚЫШ ЛИНЗАЛАРДЫ ҮЛГІЛЕУ 

ТАҚЫРЫБЫНА САБАҚ ӨТКІЗУ ҮЛГІСІ 
 
Аннотация. Жинағыш жəне шашыратқыш линзаларды үлгілеу сабағының жəне компьютерлік үлгілерді 

қолдану арқылы зертханалық жұмыс атқаруға арналған бланкі үлгілері ұсынылған. 
Тірек сөздер: компьютерлік үлгілеу, жинағыш жəне шашыратқыш линза, фокус, бланкі үлгісі. 
Ключевые слова: компьютерное моделирование, собирающая и рассеивающая линзы, фокус, модель 

бланка.  
Keywords: computer modeling, collecting and disseminating lenses, focus, model of the blank.  
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Қазақстан Республикасының Президенті-Елбасы Н. А. Назарбаев «Қазақстан-2050 –стратегия-
сы қалыптасқан мемлекеттің жаңа саяси бағыты» атты Қазақстан халқына Жолдауында: Қазақстан 
2050 жылы 30 дамыған мемлекеттер қатарына енуі керек деп атап көрсетті. Дамып келе жатқан 
елдер арасында мұндай қатарда болуы үшін бəсекелестік қатаң болады. Ұлт жаһандық экономи-
калық бəсекелестікке дайын болғанда ғана мұндай қатарда бола алады. Біз аса маңызды мақсатта-
рымызды естен шығармай, мақсатты жəне шабытты еңбек етуіміз керек: қазіргі заманға сай 
нəтижелі білім мен денcаулық сақтау жүйесін құру, бəсекеге қабілетті дамыған мемлекет болу 
үшін біз сауаттылығы жоғары елге айналуымыз керек. Бізге оқыту əдістемелерін жаңғырту жəне 
өңірлік мектеп орталықтарын құра отырып, білім берудің онлайн-жүйелерін белсене дамыту керек 
болады. Біз қалайтындардың барлығы үшін қашықтан оқытуды жəне онлайн режімінде оқытуды 
қоса, отандық білім беру жүйесіне инновациялық əдістерді, шешімдерді жəне құралдарды қар-
қынды енгізуге тиіспіз [1].  

Президент жолдауында келтірілген тапсырмаларды орындау үшін М. Əуезов атындағы мемле-
кеттік университететінің «Физиканы оқытудың теориясы мен əдістемесі» кафедрасы биылғы оқу 
жылында оқу үрдісіне «Білімдегі ақпараттық технологиялар» жəне «Физиканы оқытудағы ақпарат-
тық технологиялар» курстарын енгізді. Курстың мақсаты: студент-болашақ физика мұғалімдерін 
оқу үрдісінде, өздерінің кəсіпшілік қызметінде жəне біліктілігін жоғарылатуында, оқу үрдісі мен 
сыныптан тыс жұмыстарды ұйымдастыруда болашағы зор білім беру технологияларын творчест-
волық жəне тиімді пайдалануға дағдыландыру. 

Оқу материалдары базасын жасауда студенттер мен магистранттар белсенді қатыстырылады. 
Авторлар құрастырған бірқатар демонстрациялық тəжірибелердің компьютерлік үлгілерін оқу 
үрдісінде пайдалану туралы біз бұрын жазғанбыз [2-15].  

Бұл мақалада студенттерге, магистранттарға, мектеп мұғалімдеріне көмекші құрал ретінде-
оқушылардың [16] ресурсын пайдаланып компьютерлік зертханалық жұмыстарды ұйымдастыруда 
қандай тапсырмалар беруге болатынын жəне оқушыларға алдын ала берілетін зертханалық 
жұмыстың бланкі мен сабақ өткізу үлгілерін ұсынынамыз.  

САБАҚ ӨТКІЗУ ҮЛГІСІ 

Сабақтың тақырыбы мен мақсаты: Жұқа линзаларда дене кескінін тұрғызу мен линза 
формуласын қолданып есептер шығару  

 
Сабақ жоспары 
 

№ Сабақ кезеңдері Уақыт Тəсілдер жəне əдістер 

1 Білімді өзектендіру жəне 
оқушыларды қызықтыру 5-7 мин Анимациялар көрсету (1-3 суреттер). Əңгімелесу, 

тақырыпты талқылау 

2 Білімді жүйелеу жəне қорытындылау 20-25 мин 
Компьютерлік зертханалық жұмыс атқару. Оқушылар 
жеке бланкілерін толтырып оқытушыға тапсырады. 
Оқытушы жұмыс барысын бақылап кеңес беріп жүреді. 

3 Жұмыс нəтижелерін сараптау, 
қорытындылау 7-10 мин Оқушылар экранда тəжірибе нəтижелерін қысқаша 

баяндап, өз қорытындыларын жасайды 

4 Сабақты қорытындылау, үй 
тапсырмасын беру 2-4 мин 

Сұрақтарға жауап беру. Оқытушының қысқаша 
баяндауы. Үй тапсырмаларын тақтаға жазу немесе 
экранға шығару 

 
Сабақ барысы 
 
1-кезең. Білімді өзектендіру жəне оқушыларды қызықтыру . 
Оқытушы проектор көмегімен экранда төмендегі (1, 2-суреттер) авторлар [3] құрастырған ком-

пьютерлік үлгілерді демонстрациялайды. Дененің кескінін тұрғызудың тəсілдерін түсіндіреді жəне 
линза формуласын талқылайды.  
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1-сурет 
 

× ×× ×

а)

× ×× × ×

б)

× ×× ×

а)

× ×× × ×

б)

 
2-сурет 

 
Оқушылармен талқыланатын негізгі сұрақтар: 
1. Линза деп қандай оптикалық құралды айтады? 
2. Линзада алынған кескіннің қандай түрлері болады? 
3. Линзаның оптикалық центрі деп нені айтады? 
4. Линзаның қандай түрлерін білесіз? 
5. Линзаның фокус ара қашықтығы деп нені айтады? 
6. Жинағыш линзаның фокус ара қашықтығыны қандай таңбалы? 
7. Шашыратқыш линзаның фокус ара қашықтығыны қандай таңбалы? 
8. Бас фокусы шын болатын линзаның түрі қайсыған жатады?  
9. Бас фокусы жалған болатын айнаның түрі қайсыған жатады, ол қай жерде орналасады?  
10. Линзаның центрі арқылы өтетін сəуленің қасиеті қандай? 
11. Линзаның фокусы арқылы өтетін сəуленің қасиеті қандай? 
12. Линзаның бас оптикалық осіне параллель арқылы өтетін сəуленің қасиеті қандай? 
13. Линзаның формуласын жазып d жəне f ара қашықтықтардың таңбаларын таңдауды түсінді-

ріңдер. 
14. Линзаның (Г) үлкейтуінің формуласын жазып, қандай жағдайларда оның таңбасын оң жəне 

теріс етіп алуды түсіндіріңдер. 
15. Линзаның оптикалық күші деп нені айтады? 
16. Дененің линзада алынған шын кескіні деп нені айтады? 
17. Дененің линзада алынған жалған кескіні деп нені айтады 
 
2-кезең. Білімді жүйелеу жəне қорытындылау. Оқытушы жоғарғы сұрақтарды талқылап бол-

ғаннан кейін қорытынды жасайды.  

а) б) в)

г) д)
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Ұйымдастыру кезеңі: 
Мұғалім компьютерлік зертханалық жұмысты орындауды тапсырып алдын ала дайындалған 

жұмыс бланкісін оқушыларға таратады. Төменде компьютерлік зертханалық жұмысты орындауға 
арналған бланкі үлгісі берілген:  

 

 

 
3-сурет 

 

1. Компьютерлік зертханалық жұмысты орындауға оқушыларға алдына ала ұсыныла-
тын бланкі үлгісі. 

Жұмыстың тақырыбы: Жұқа жинағыш жəне шашыратқыш линзаларды үлгілеу 
Жұмыстың мақсаты: Жинағыш жəне шашыратқыш линзаларда дененің кескінін тұрғызу, 

дене линзаның фокус аралығынан алыс жəне жақын орнасқан жағдайларында дене кескінінің 
линзадан ара қашықтығын жəне оның үлкейіуін анықтау  

Сынып............. Оқушының фамилиясы...................................... Есімі............................ 
1. Есептердің жауаптарын компьютермен тексеруге арналған есептер: 
Алдымен есептерді қағазға жазып шығарып, соңынан алынған жауапты компьютерде тексе-

ріңдер. Есептерді шығару барысын жазбаша дайындап зертханалық жұмыстың бланкісімен қоса 
тапсырыңдар. 

1.1-есеп. Линзаның оптикалық күші F-1 = 20 дптр. Егер дене линзадан 150 мм қашықтықта 
орналасса, онда оның кескіні линзадан қандай қашықтықта пайда болады жəне кескін қандай 
болады? 

Жауабы. …………………………………………......... 
1.2-есеп. Линзаның оптикалық күші F-1 = 20 дптр. Егер дене линзадан 100 мм қашықтықта 

орналасса, онда оның кескіні линзадан қандай қашықтықта пайда болады жəне кескін қандай 
болады? Дененің кескінін тұрғызыңдар. 

Жауабы. …………………………………………........ 
1.3-есеп. Линзаның оптикалық күші F-1 = 20 дптр. Егер дене линзадан 50 мм қашықтықта 

орналасса, онда оның кескіні линзадан қандай қашықтықта пайда болады жəне кескін қандай 
болады? Дененің кескінін тұрғызыңдар. 

Жауабы. …………………………………….............. 
1.4-есеп. Линзаның оптикалық күші F-1 = 20 дптр. Егер дене линзадан 25 мм қашықтықта 

орналасса, онда оның кескіні линзадан қандай қашықтықта пайда болады жəне кескін қандай 
болады? Дененің кескінін тұрғызыңдар. 

Жауабы ……………………………………................. 
1.5-есеп. Линзаның оптикалық күші F-1 = 20 дптр. Егер дене линзадан 20 мм қашықтықта 

орналасса, онда оның кескіні линзадан қандай қашықтықта пайда болады жəне кескін қандай 
болады? Дененің кескінін тұрғызыңдар. 

Жауабы ……………………………………................. 
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1.6-есеп. Линзаның оптикалық күші F-1 =20 дптр. Егер дене линзадан 25 мм қашықтықта 
орналасса, онда оның кескіні линзадан қандай қашықтықта пайда болады жəне кескін қандай 
болады? Дененің кескінін тұрғызыңдар. 

Жауабы ……………………………………................. 
1.7-есеп. Линзаның оптикалық күші F-1 = -20 дптр. Егер дене линзадан 190 мм қашықтықта 

орналасса, онда оның кескіні линзадан қандай қашықтықта пайда болады жəне кескін қандай 
болады? Дененің кескінін тұрғызыңдар. 

Жауабы. …………………………………………......... 
1.8-есеп. Линзаның оптикалық күші F-1 = -20 дптр. Егер дене линзадан 150 мм қашықтықта 

орналасса, онда оның кескіні линзадан қандай қашықтықта пайда болады жəне кескін қандай 
болады? Дененің кескінін тұрғызыңдар. 

Жауабы. …………………………………………......... 
1.9-есеп. Линзаның оптикалық күші F-1 = -20 дптр. Егер дене линзадан 100 мм қашықтықта 

орналасса, онда оның кескіні линзадан қандай қашықтықта пайда болады жəне кескін қандай 
болады? Дененің кескінін тұрғызыңдар. 

Жауабы. …………………………………………......... 
1.10-есеп. Линзаның оптикалық күші F-1 = -20 дптр. Егер дене линзадан 50 мм қашықтықта 

орналасса, онда оның кескіні линзадан қандай қашықтықта пайда болады жəне кескін қандай 
болады? Дененің кескінін тұрғызыңдар. 

Жауабы. …………………………………………......... 
1.11-есеп. Линзаның оптикалық күші F-1 = -20 дптр. Егер дене линзадан 20 мм қашықтықта 

орналасса, онда оның кескіні линзадан қандай қашықтықта пайда болады жəне кескін қандай 
болады? Дененің кескінін тұрғызыңдар. 

Жауабы. …………………………………………......... 
2. Бірмəнді емес есептер.  
2.1-есеп. Линзаның оптикалық күші F-1 =10 дптр. Дененің шын кескіні дене өлшемінен 2 есе 

ұзын болуы үшін оны линзадан қандай қашықтықта орналастыру керек? Дененің кескінін 
салыңдар. 

Жауабы. …………………………………………........ 
2.2-есеп. Линзаның оптикалық күші F-1 =10 дптр. Дененің шын кескіні дене өлшемінен 3,3 есе 

ұзын болуы үшін оны линзадан қандай қашықтықта орналастыру керек? Дененің кескінін 
салыңдар. 

Жауабы. …………………………………………........ 
2.3-есеп. Линзаның оптикалық күші F-1 =10 дптр. Дененің шын кескіні дене өлшемінен, 4 есе 

ұзын болуы үшін оны линзадан қандай қашықтықта орналастыру керек? Дененің кескінін 
салыңдар. 

Жауабы. …………………………………………........ 
2.4-есеп. Линзаның оптикалық күші F-1 =10 дптр. Дененің шын кескіні дене өлшемінен 5 есе 

ұзын болуы үшін оны линзадан қандай қашықтықта орналастыру керек? Дененің кескінін 
салыңдар. 

Жауабы. …………………………………………........ 
2.5-есеп. Линзаның оптикалық күші F-1 = -10 дптр. Дененің жалған тура кескіні дене өлшемінің 

0,34-і болуы үшін оны линзадан қандай қашықтықта орналастыру керек? Дененің кескінін 
салыңдар. 

Жауабы. …………………………………………........ 
2.6-есеп. Линзаның оптикалық күші F-1 = -10 дптр. Дененің жалған тура кескіні дене өлшемінің 

0,40-і болуы үшін оны линзадан қандай қашықтықта орналастыру керек? Дененің кескінін 
салыңдар. 

Жауабы. …………………………………………........ 
2.7-есеп. Линзаның оптикалық күші F-1 = -10 дптр. Дененің жалған тура кескіні дене өлшемінің 

0,50-і болуы үшін оны линзадан қандай қашықтықта орналастыру керек? Дененің кескінін 
салыңдар. 

Жауабы. …………………………………………........ 
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2.8-есеп. Линзаның оптикалық күші F-1 =20 дптр. Дененің жалған тура дене өлшемінің 0,60-і 
болуы үшін оны линзадан қандай қашықтықта орналастыру керек? Дененің кескінін салыңдар. 

Жауабы. …………………………………………........ 
3. Творчестволық тапсырмалар. Мұндай тапсырма аясында оқушыларға өз бетінше линзада 

дененің кескінін салуға арналған бір немесе бірнеше есеп құрастыру жəне үйде немесе сыныпта 
орындауы ұсынылады. Содан кейін алған нəтижесін компьютерлік үлгіні пайдаланып тексеруі 
керек. Алғашқыда бұл есептер бұрын құрастырылып, сабақта шешілген есептер типтесі болып, 
кейіннен үлгі мүмкіншілігіне орай жаңа типті болуы мүмкін. Мысалы 1.1–1.5 немесе                      
2.1–2.4 есептерге ұқсас.  

4. Тəжірибелік тапсырмалар 
4.1-тапсырма. Линзаның оптикалық күші F-1 =15 дптр. Дененің жалған тура кескіні дене 

өлшемінен 2,2 есе ұзын болуы үшін оны линзадан қандай қашықтықта орналастыру керек? Дененің 
кескінін салыңдар.  

Жауабы. …………………………………………......... 
4.2-тапсырма. Линзаның оптикалық күші F-1 =15 дптр. Дененің жалған тура кескіні дене өлше-

мінен 1,92 есе ұзын болуы үшін оны линзадан қандай қашықтықта орналастыру керек? Дененің 
кескінін салыңдар.  

Жауабы. …………………………………………........ 
4.3-тапсырма. Линзаның оптикалық күші F-1 = -15 дптр. Дененің жалған тура кескіні дене 

өлшемінің 0,64-і болуы үшін оны линзадан қандай қашықтықта орналастыру керек? Дененің 
кескінін салыңдар.  

Жауабы. …………………………………………........ 
4.4-тапсырма. Линзаның оптикалық күші F-1 = -15 дптр. Дененің жалған тура кескіні дене 

өлшемінің 0,55 –і болуы үшін оны линзадан қандай қашықтықта орналастыру керек? Дененің 
кескінін салыңдар.  

Жауабы. …………………………………………........ 
4.5-тапсырма. Линзаның оптикалық күші F-1 = -15 дптр. Дененің жалған тура кескіні дене 

өлшемінің 0,45 –і болуы үшін оны линзадан қандай қашықтықта орналастыру керек? Дененің 
кескінін салыңдар.  

Жауабы. …………………………………………........ 
5. Зерттеу тапсырмалары 
5.1-тапсырма. 1.1-1.6 есептерінің нəтижелері бойынша дене кескінінің линзадан ара қашық-

тығы мен линзаның фокус аралығы арасындағы байланысты анықтаңдар. Тəжірибе қорытындысын 
тұжырымдаңдар.  

Жауабы. …………………………………………......... 
5.2-тапсырма. 1.7-1.11 есептерінің нəтижелері бойынша дене кескінінің линзадан ара қашық-

тығы мен линзаның фокус аралығы арасындағы байланысты анықтаңдар. Тəжірибе қорытындысын 
тұжырымдаңдар.  

Жауабы. …………………………………………........ 
5.3-тапсырма. 2.1-2.4 есептерінің нəтижелерін сараптап қорытынды тұжырым жасаңдар. 
Жауабы. …………………………………………........ 
5.4-тапсырма. 2.5-2.8 есептерінің нəтижелерін сараптап қорытынды тұжырым жасаңдар жəне 

5.3 тапсырма нəтижесімен салыстырыңдар. 
Жауабы. …………………………………………........ 
6. Ізденіс тасырмалары.  
6.1-тапсырма. Дененің тура шын кескіні жинағыш линза мен оның фокусы арасында орна-

ласуы үшн қандай шарт орындалуы керек?  
Жауабы. …………………………………………........ 
6.2-тапсырма. Шашыратқыш линзада дене кескіні шын боолуы үшін қандай шарт орындалуы 

керек? 
Жауабы. …………………………………………........ 
6.3-тапсырма. Жинағыш линзадағы дененің кескіні шын жəне теріс орналасуы үшін қандай 

шарт орындалуы керек . 
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6.4-тапсырма. Шашырағыш линзадағы дененің кескіні жалған жəне тура орналасуы үшін 
қандай шарт орындалуы керек . 

6.5-тапсырма. Шашырағыш линзадағы дененің кескіні ұлғайып, жалған жəне тура орналасуы 
үшін қандай шарт орындалуы керек . 

Зерттеу жəне ізденістік тапсырмалар оқушылардың физикаға қызығушылығын арттыруда ма-
ңызды жəне қосымша мотивация факторы болып табылады. Мұндай жағдайларда да компьютерлік 
үлгілерді қолдану ең қолайлы болатынын айта кету керек. Ұсынылып отырған бланкі үлгісінде 
тапсырмалар саны əдейі көп берілген. Бұлардың барлығын кез келген оқушы орындай алмауы 
мүмкін. Дегенмен оқытушы үлгідегі тапсырмаларды əр оқушының шамасына қарап іріктеп бергені 
дұрыс немесе осы үлгіні пайдаланып басқа да тапсырмалар дайындай алады. Бланкіде көрсетілген 
тапсырмалармен қоса бірмəнді емес есептер, берілгендері жетіспейтін есептер ұсынылуы мүмкін. 

3-кезең. Жұмыс нəтижелерін сараптау, қорытындылау. Оқушылар экранда тəжірибе нəтиже-
лерін қысқаша баяндап, өз қорытындыларын жасайды 

4-кезең. Сабақты қорытындылау, үй тапсырмасын беру. Сұрақтарға жауап беру. Оқытушының 
қысқаша баяндауы. Үй тапсырмаларын тақтаға жазу немесе экранға шығару.  
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МОДЕЛИРОВАНИЕ СОБИРАЮЩЕЙ И РАССЕИВАЮЩЕЙ ЛИНЗЫ  

 
Предлагается модель проведения урока на тему «Моделирование собирающей и рассеивающей линз» с 

использованием компьютерной лабораторной работы и модель бланка компьютерной лабораторной работы. 
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О КВАДРАТУРАХ ТИПА КОББА В СЛУЧАЕ A = B = 2C 

 
Аннотация. Найдены новые квадратуры типа Кобба в случае A = B = 2C. Принимая за канонические 

переменные углы Эйлера и импульсы по этим углам для твердого тела, совершающего вращательные 
движения относительно центра масс в центральном ньютоновском поле тяготения, получены канонические 
уравнения движения. 

Распределение масс тела в случае A = B = 2C, позволяет записать первые интегралы Клебша для 
канонических уравнений. Они находятся в инволюции, поэтому выполнены все условия теоремы Лиувилля. 
Записывая полный интеграл уравнения Гамильтона-Якоби, находим квадратуры типа Кобба. Ценность 
полученных квадратур заключается в том, что они позволяют избежать ультраэллиптических интегралов, и 
неоднозначности в аналитических решениях дифференциальных уравнений движения твердого тела 
относительно центра масс в центральном ньютоновском поле тяготения. 

Ключевые слова: динамика, твердое тело, силовое поле, ньютоновское поле тяготения, центр масс, 
вращательное движение, моменты инерции тела. 

Тірек сөздер: динамика, қатты дене, күштік өріс, ньютон ауырлық өрісі, салмақ орталығы, айналмалы 
қозғалыс, дененің инерциялық күйі. 

Keywords: dynamics, rigid body, the force field, the Newtonian gravitational field, the center of mass, rotational 
motion, the moments of inertia of the body. 

 
Пусть твердое тело совершает движение относительно центра масс в ньютоновском поле тяго-

тения, тогда принимая за канонические переменные θ, ϕ, ψ, ψϕθ ppp ,, , имеем [1] канонические 
уравнения следующего вида: 
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где θ, ϕ, ψ, ψϕθ ppp ,,  – углы Эйлера и соответственно импульсы по этим углам, Н – функция 
Гамильтона 
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где A, B, C – главные центральные моменты инерции тела, µ – гравитационная постоянная, R – 
расстояние от центра масс тела до центра притяжения.  

С учетом (3)-(5) функцию Гамильтона запишем в следующем виде: 
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Используя интегралы Клебша [2], получим первые интегралы для (1): 
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где α1, α2, α3 – произвольные постоянные. 
Далее учтем, что 3α=ψp  и CBA 2== , а также, что в нашем случае скобки Пуассона равны 

нулю 
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следовательно, выполнены все условия теоремы Лиувилля, значит (1) интегрируются в квадра-
турах.  

Таким образом, полное решение уравнения Гамильтона-Якоби 
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имеет вид 

∫∫ ϕ+θ+ψα= ϕθ dpdpW 3 ,                                                      (9) 
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0 228 α−α−α+ε= CCa . 

Исходя из (9), представим квадратуры типа Кобба, которые и есть решения канонических 
уравнений (1) в следующем виде: 
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где β1, β2, β3 – новые произвольные постоянные. 
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Эти квадратуры приводятся к эллиптическим интегралам, так как подкоренной полином имеет 
четвертую степень. Обращение этих квадратур дают однозначные аналитические решения канони-
ческих уравнений движения твердого тела относительно центра масс в ньютоновском поле тяго-
тения. 

Новые квадратуры типа Кобба (1) справедливы для всех (A = B = 2C) осесимметричных тел, 
вращающихся относительно центра масс в центральном ньютоновском поле. 

 
ЛИТЕРАТУРА 

 
1 Шинибаев М.Д. Поступательно-вращательные движения твердого тела в стационарном и нестационарном поле 

тяготения Земли. – Алматы, 2010. – 132 с. 
2 Архангельский Ю.А. Аналитическая динамика твердого тела. – М.: Наука, 1977. – 328 с. 
 

REFERENCES 
 

1 Shinibaev M.D. Postupatelnoe-vrashatelnye dvigeniya tverdogo tela v stazionarnom I nestazionarnom pole tyagoteniya 
Zemli. Almaty, 2010, 132 p. (in Russ.). 

2 Arhangelski Ju.A. Analiticheskay dinamika tverdogo tela. M.: Nauka, 1977, 328 p. (in Russ.).  
 

Резюме 
 

А. А. Беков1, М. Д. Шыныбаев1, С. С. Дайырбеков2,  
А. Абжапбаров3, Е. К. Ақынбеков3, К. С. Астемесова4 

 
(1Академик Ө. М. Сұлтанғазин атындағы Ғарыштық зерттеулер институты АҚ «ҰҒЗТО», Алматы, Қазақстан, 

2Сыр-Дария университеті, Джетысай, Қазақстан, 
3М. О. Əуезов атындағы Оңтүстік Қазақстан Мемлекеттік университеті, Шымкент, Қазақстан, 

4Қ. И. Сəтбаев атындағы Қазақ ұлттық техникалық университеті, Алматы, Қазақстан) 
 

КОББА КВАДРАТУРАЛАРЫНА ТИПТЕС A = B = 2C ЖАҒДАЙЫНДАҒЫ КВАДРАТУРАЛАР 
 
Ньютон орталық өрісінде массалық центріне қатысты айналмалы қозғалыстағы қатты дененің орталық 

инерциялық моменттерінің қатынасы A = B = 2C жағдайында Кобба квадратураларына типтес жаңа шешім 
қорытылды. Канондық айнымалылар ретінде Эйлер бұрыштары жəне сол бұрыштарға сəйкес импульстар 
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алынып, ньютон орталық өрісінде массалық центріне қатысты айналмалы қозғалатын қатты дененің 
канондық теңдеулері құрылды. 

Массалардың ерекше жайылуы (A = B = 2C) Клебштің тəуелсіз бірінші интегралдарын қорытуға мүм-
кіншілік берді. Олар Пуассон жақшалары нөлге тең болғандықтан инволюциялық болып Лиувилль 
теоремасының барлық шарттары орындалды. Сондықтан Гамильтон-Якоби теңдеуінің толық интегралы та-
былып, канондық теңдеулеріне Кобба квадратураларына типтес шешімдер анықталды. Бұл квадратуралар-
дың басқа шешімдерге қарағанда басымдылығы бар, ол шешімдердің бірмəнділігі жəне ультраэллиптикалық 
интегралдардың жоқтығы. 

Жаңа Кобба типтес квадратуралар барлық (A = B = 2C) өстік симметриялық денелерге орынды, егер ол 
дене ньютонның орталық өрісінде қозғалса.  

Тірек сөздер: динамика, қатты дене, күштік өріс, ньютон ауырлық өрісі, салмақ орталығы, айналмалы 
қозғалыс, дененің инерциялық күйі. 
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ABOUT QUADRATURE TYPE COBB IN THE CASE A = B = 2 C 

 
New type quadrature Cobb in the case A = B = 2С. The canonical variables, Euler angles and pulses on these 

corners for solid body engaged in rotational motion about the center of mass in a central Newtonian field Cha-
goteniâ, received canonical equations of motion. 

Mass distribution of the body in case A = B = 2С allows you to record the first integrals of Inverse for canonical 
equations. They are in involution, therefore, Liouville's theorem, all conditions. Writing a complete integral of the 
Hamilton-Jacobi equation, we find the squaring Cobb type. The value obtained by quadrature method is that they 
avoid ul′traèlliptičeskih integrals, and ambiguity in the analytical solutions of differential equations of motion of a 
rigid body about the center of mass in a central Newtonian gravitation field. 

Keywords: dynamics, rigid body, the force field, the Newtonian gravitational field, the center of mass, rotational 
motion, the moments of inertia of the body. 
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УДАР ПО ПРАВОМУ КОНЦУ НИТИ, ОГИБАЮЩЕЙ  
ПОВЕРХНОСТИ СИСТЕМЫ НЕПОДВИЖНЫХ ТВЕРДЫХ ТЕЛ 

 
Аннотация. Построения математической модели взаимодействия нити с системой неподвижных твер-

дых тел и получения решения, устанавливающие зависимости натяжения любого участка нити от влияния 
всех твердых тел одновременно представляет большой научный и практический интерес. Ниже предлагается 
постановка и решение плоской задачи о скольжение нерастяжимой нити по поверхности системы n 
неподвижных твердых тел. 

Ключевое слова: нить, скольжение, математическая модель, удар, поверхность, трения, сила, реакция, 
натяжение. 

Тірек сөздер: жіп, сырғанау, математикалық үлгі, соққы, бет, үйкеліс, күш, реакция, тартылу. 
Keywords: thread, slip, mathematical model, blow, surface, friction, force, reaction, tension. 
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Пусть нить при t < 0 огибает поверхности системы n-неподвижных твердых тел 1̀B , B2, B3, ….., Bn, 
расположенных в плоскости (x,y) и находится в состояние покоя (рисунок 1). При t ≥ 0 по правому 
концу нити произведен продольный удар вдоль направления отрезка B1A с постоянной скоростью 
u. Предположим, что возмущенные области 1, 2, 3, …., n нити, в каждый момент времени, имеют 
постоянные параметры движения – нить на каждом из участков 1, 2, 3, …, n совершает ста-
ционарное движение. Следуя работам [1–4], предполагаем, что вектор силы реакции образует 
некоторый угол с нормалью к поверхности контакта, т.е. линии действия реактивных сил                       
R1, R2, R3, …, Rn, возникающих на поверхности твердых тел 1̀B , B2, B3, …, Bn образуют с 
вертикальной осью y углы θ1, θ2, θ3, …, θn соответственно. Углы θj характеризуют условия контакта 
и могут быть функционально связаны, например, с неровнотой текстильной нити, где j = 1,2,3,…,n. 
Здесь рассматривается плоская задача и поэтому, в дальнейшем углы θj считаются 
положительными, если силы Rj направлены так, как показано на рисунке 1 и отрицательными – на 
рис. 2. Силы трения связаны силами давления с помощью закона Кулона. 

Введем обозначения: x• и y• – составляющие скорости частиц нити на оси x и y соответственно; 
ds – длина рассматриваемого элемента нити; s – лагранжева координата, отсчитываемая от точки А 
нити; T – натяжение; ρ – плотность материала нити; F – площадь поперечного сечения нити;                      
f – коэффициент трения; ϕ – угол, образованный между касательной к данной точке нити и 
горизонтальной осью x. Неизвестные параметры движения будем снабжать соответствующими 
принятой на рисунке 1 нумерации рассматриваемых областей нити индексами. Индекс 0 
соответствует начальным параметрам материала нити. 

Уравнения законов сохранения количества движения, массы и условия непрерывности 
движения дают [2]: 

– в областях 1 и 2  

dtfRRTTxxdsF )cossincoscos()( 1111221121111 θθϕϕρ −−=− •• ∓ , 

dtfRRTTyydsF )sincossinsin()( 1111221121111 θθϕϕρ ±−+=− •• , 

1

1

1

1
1 sincos ϕϕ

dtydtx
ds

••

== ,  11 cosϕux =• , 11 sinϕuy =• , 210 dsdsds == , 

 

 
 

Рисунок 1 
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Рисунок 2 
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2
2 sincos ϕϕ

dtydtx
ds

••

== , 22 cosϕux =• , 22 sinϕuy −=• , 222111000 dsFdsFdsF ρρρ == ; 

– в областях 2 и 3  
dtfRRTTxxdsF )cossincoscos()( 2222332232222 θθϕϕρ −−=− •• ∓ , 

dtfRRTTyydsF )sincossinsin()( 2222332232222 θθϕϕρ ∓+−−=− •• , 

2

2

2

2
2 sincos ϕϕ

dtydtx
ds

••

== , 22 cosϕux =• , 22 sinϕuy −=• , 320 dsdsds == , 

3

3

3

3
3 sincos ϕϕ

dtydtx
ds

••

== , 33 cosϕux =• , 33 sinϕuy =• , 333222000 dsFdsFdsF ρρρ == ; 

– в областях 3 и 4  
dtfRRTTxxdsF )cossincoscos()( 3333443343333 θθϕϕρ −−=− •• ∓ , 

dtfRRTTyydsF )sincossinsin()( 3333443343333 θθϕϕρ ±−+=− •• , 

3

3

3

3
3 sincos ϕϕ

dtydtx
ds

••

== , 33 cosϕux =• , 33 sinϕuy =• ,  430 dsdsds == , 

4

4

4

4
4 sincos ϕϕ

dtydtx
ds

••

== , 44 cosϕux =• , 44 sinϕuy −=• , 444333000 dsFdsFdsF ρρρ == ; 

– в областях 4 и 5  
dtfRRTTxxdsF )cossincoscos()( 4444554454444 θθϕϕρ −−=− •• ∓ , 

dtfRRTTyydsF )sincossinsin()( 4444554454444 θθϕϕρ ∓+−−=− •• , 

4

4

4

4
4 sincos ϕϕ

dtydtx
ds

••

== , 44 cosϕux =• , 44 sinϕuy −=• ,  540 dsdsds == , 

5

5

5

5
5 sincos ϕϕ

dtydtx
ds

••

== , 55 cosϕux =• , 55 sinϕuy =• , 555444000 dsFdsFdsF ρρρ ==  
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Рисунок 3                                                                    Рисунок 4 
 

и т. д. такие системы уравнения получаются для всех остальных областей 5 и 6, 6 и 7, 7 и 8, … , n–2 
и n–1, n–1 и n. Здесь и в дальнейшем в уравнениях движения берутся верхние знаки, если векторы 
сил реакции поверхности контакта направлены так, как показано на рисунке 1 и нижние – на 
рисунке 2. 

С помощью построенной выше модели можно рассматривать следующие три задачи: 
10. На правой границе нити известны скорость u и натяжение T1. В этом случае натяжения T2, 

T3, T4, …, Tnи реактивные силы R1, R2, R3, …, Rn выражаются через заданные скорость u и натя-
жение T1. 

20. На левой границе нити известны скорость u и натяжение Tn. В таком случае, натяжения T1, 
T2, T3, …, Tn–1 и реактивные силы R1, R2, R3, …, Rn выражаются через заданные скорость u и натя-
жение Tn. 

30. В частности, если левый конец нити двигается свободно и Tn = 0, то натяжения областей 1 – 
n–1 и все реактивные силы можно выразить через скорость u. 

Очевидно, что случай 30 можно рассматривать как частный случай задачи 20. Поэтому 
ограничимся рассмотрением только случаев 10 и 20. 

Однако, получения вышеизложенным способом системы необходимых уравнений, определения 
аналитического решения и построения схемы численного расчета параметров движения будет 
достаточно трудоемкой, особенно, если число твердых тел, огибаемых нитью, принимает доста-
точно большое значение. Поэтому ниже предлагается более сокращенная методика постановки, 
получения аналитического решения и построения схемы численного расчета задачи. 

Принимая k за переменный индекс параметрам движения областей, расположенным в верхней 
полосе плоскости (x,y), имеющим нечетные номера 1, 3, 5, …. , присвоим индекс 2k+1, а в 
областях, расположенных в нижней полосе и имеющим номера 2, 4, 6, …. – индекс 2k+2, где               
k = 0,1,2,…,n – количество рабочих органов данной машины. При этом k = 0 соответствует 
областям 1 и 2, k = 1 – областям 3 и 4, k = 2 – областям 5 и 6 и т.д. 

Схема расчета для областей 2k+1, 2k+2 и 2k+3 соответствующие рисунку 1 принимают вид, 
изображенной на рисунке 3 и 2 – изображенной на рисунке 4. Такие схемы можно образовать, 
применяя метод сечения к элементам нити, расположенным между областями 1-3, 3-5, 5-7 и т.д.  

Рассмотрим сначала задачу 10. Пусть граничные условия заданы в точке удара, то есть 
натяжение области 1 известно и требуется найти натяжения областей 2, 3, 4, …., n и реактивные 
силы Rj. Присвоив k = 0 и используя заданное натяжение T1 и скорость u, будем определять 
натяжения областей 2, 3 и реактивные силы R1 и R2, присвоив k = 1 и используя натяжение области 
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3, будем определять натяжения областей 4, 5 и реактивные силы R3, R4, далее, присвоив k = 2                
и используя натяжение области 5, определяем натяжения областей 6, 7 и реактивные силы R5, R6                

и т.д. Если n четное число, максимальное значение k определяется по формуле 
2

2−
=

nk , если n 

нечетное число, то – по формуле 
2

1−
=

nk . 

Основные уравнения движения для элементов нити, изображенных на рис. 3 и 4 принимают 
вид [2-5]: 

– в областях 2k+1 и 2k+2 
( ) ( −−=− ++++++

•
+

•
++++ 1212222212122212121212 sincoscos kkkkkkkkkkk RTTxxdsF θϕϕρ ∓  

)dtfR kk 1212 cos ++− θ ,                                                               (1) 

( ) ( ±−+=− ++++++
•

+
•

++++ 1212222212122212121212 cossinsin kkkkkkkkkkk RTTyydsF θϕϕρ  
)dtfR kk 1212 sin ++± θ ,                                                               (2) 

12

12

12

12
12 sincos +

•
+

+

•
+

+ ==
k

k

k

k
k

dtydtx
ds

ϕϕ
,  1212 cos +

•
+ = kk ux ϕ ,  1212 sin +

•
+ = kk uy ϕ , 

22

22

22

22
22 sincos +

•
+

+

•
+

+ ==
k

k

k

k
k

dtydtx
ds

ϕϕ
,  2222 cos +

•
+ = kk ux ϕ ,  2222 sin +

•
+ −= kk uн ϕ ; 

– в областях 2k+2 и 2k+3 
( ) ( −−=− ++++++

•
+

•
++++ 2222323222223222222222 sincoscos kkkkkkkkkkk RTTxxdsF θϕϕρ ∓  

)dtfR kk 2222 cos ++− θ ,                                                           (3) 

( ) ( ∓2222323222223222222222 cossinsin ++++++
•

+
•

++++ +−−=− kkkkkkkkkkk RTTyydsF θϕϕρ  
)dtfR kk 2222 sin ++ θ∓ ,                                                         (4) 

22

22

22

22
22 sincos +

•
+

+

•
+

+ ==
k

k

k

k
k

dtydtx
ds

ϕϕ
,  2222 cos +

•
+ = kk ux ϕ ,  2222 sin +

•
+ −= kk uн ϕ , 

32

32

32

32
32 sincos +

•
+

+

•
+

+ ==
k

k

k

k
k

dtydtx
ds

ϕϕ
,  3232 cos +

•
+ = kk ux ϕ ,  3232 sin +

•
+ = kk uн ϕ . 

Здесь и в дальнейшем верхние знаки берется для схемы расчета, представленной на рисунке 3, а 
нижние – для схемы расчета, представленной на рисунке 4.  

Исключая 12 +kds , 22 +kds , 32 +kds  и используя условия нерастяжимости нити, непрерывности 
движения и закон сохранения массы, уравнения (1)–(4) приводим к виду 

( ) +−=− +
∗

++
∗

+++ 222212122212
2 coscoscoscos kkkkkk TTu ϕϕϕϕ  

( )121212 cossin ++
∗

+ −+ kkk fR θθ∓ ,                                                (5) 

( ) −+=+ +
∗

++
∗

+++ 222212122212
2 sinsinsinsin kkkkkk TTu ϕϕϕϕ  

( )121212 sincos ++
∗

+− kkk fR θθ ∓ ,                                                  (6) 

( ) +−=− +
∗

++
∗

+++ 323222223222
2 coscoscoscos kkkkkk TTu ϕϕϕϕ  

( )222222 cossin ++
∗

+ −+ kkk fR θθ∓ ,                                        (7) 

( ) +−−=−− +
∗

++
∗

+++ 323222223222
2 sinsinsinsin kkkkkk TTu ϕϕϕϕ  

( )222222 sincos ++
∗

++ kkk fR θθ ∓ ,                                               (8) 
где 



Известия Национальной академии наук Республики Казахстан  
  

   302

00

12
12 F

TT k
k ρ

+∗
+ = , 

00

22
22 F

TT k
k ρ

+∗
+ = , 

00

32
32 F

TT k
k ρ

+∗
+ = , 

00

12
12 F

RR k
k ρ

+∗
+ = , 

00

22
22 F

RR k
k ρ

+∗
+ = . 

Пусть натяжение области 2k+1 известно и требуется определить натяжения ∗
+22 лT , ∗

+32лT  и 

реактивные силы ∗
+12лR , ∗

+22лR .  
Умножим уравнение (5) на 22sin +kϕ , (6) – на 22cos +kϕ  и рассмотрим их сумму 

( ) ( )
( ) ( )22122212

2212
2

12
12 sincos

sin

++++

++
∗

+∗
+

+−
=

kkkk

kkk
k f

uTR
ϕθϕθ

ϕϕ
∓∓∓

.                                        (9) 

Умножим уравнение (5) на 1212 sincos ++ kk f θθ ∓ , (6) – на 1212 cossin ++ −± kk f θθ  и найдем их 
сумму 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] =±±−+ ++++++++ 22122212
2

12121212
2 sincossincos kkkkkkkk fufu ϕθϕθϕθϕθ ∓∓∓∓  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]22122212221212121212 sincossincos ++++
∗

+++++
∗

+ ±−+±= kkkkkkkkkk fTfT ϕθϕθϕθϕθ ∓∓∓∓  
или 

( ) ( )[ ]
( ) ( ) −

±
=

++++

++++∗
+

22122212

22122212
2

22 sincos
sincos

kkkk

kkkk
k f

fuT
ϕθϕθ
ϕθϕθ

∓∓∓
∓∓

 

 
( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )22122212

12121212
2

22

sincos
sincos

++++

++++
∗

+ ±−
−

kkkk

kkkkk

f
fuT

ϕθϕθ
ϕθϕθ

∓∓∓
∓∓

.                               (10) 

Найдем решение для областей 2k+2 и 2k+3. Умножим уравнение (7) на 32sin +kϕ , (8) – на 

32cos +kϕ  и определим их разность 

( ) ( )
( ) ( )32222222

3222
2

22
22 sincos

sin

++++

++
∗

+∗
+ ±

+−
=

kkkk

kkk
k f

uTR
ϕθϕθ

ϕϕ
∓∓

.                                  (11) 

Умножим уравнение (7) на 2222 sincos ++ kk f θθ ∓ , (8) – на  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] =±−+±± ++++++++ 32223222
2

22222222
2 sincossincos kkkkkkkk fufu ϕθϕθϕθϕθ ∓∓∓  

( ) ( )[ ]+±±= ++++
∗

+ 2222222222 sincos kkkkk fT ϕθϕθ ∓  

( ) ( )[ ]3222322232 sincos ++++
∗

+ ±−+ kkkkk fT ϕθϕθ ∓∓  
или 

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )32223222

22222222
2

222
32 sincos

sincos

++++

++++
∗

+∗
+

±±−
−=

kkkk

kkkkk
k f

fuTuT
ϕθϕθ

ϕθϕθ
∓∓∓

∓
.                      (12) 

Исключая из формулы (11) и (12) натяжение ∗
+22kT , при помощи выражения (1.149), получаем 

решение в форме ( )uTRR kkk ,122222
∗

+
∗

+
∗

+ =  и ( )uTTT kkk ,123232
∗

+
∗

+
∗

+ = .  
Выражения (9)–(12) являются аналитическим решением и схемой численного расчета 

натяжения областей 2k+2, 2k+3 и реактивных сил ∗
+12kR  и ∗

+22kR . Максимальное значение 
параметра k определяется по формуле 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−

−

=
числочетноеkеслиn

числонечетноеkеслиn

k
,

2
2

,
2

1

. 

Числовые расчеты ведутся как в предыдущих случаях. Задавая k = 0 и используя заданное 
натяжение T1 из решения (9)–(12) определяются натяжения T2, T3 и реактивные силы R1, R2. Далее, 
задавая k = 1 и используя натяжение T3 из решения (9)–(12) определяются натяжения T4, T5 и 
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реактивные силы R3, R4 и т.д. Вычисления следует продолжать до 
n

nk 1−
= – если n нечетное 

число или 
n

nk 2−
=  – если n четное число. 

До сих пор предполагалось, что натяжение 12 +kT  области 2k+1 известно и занимались 
определением натяжения областей 2k+2 и 2k+3. Теперь предположим, что натяжение области 2k+3 
известно и найдем натяжения областей 2k+2 и 2k+1 и выражения 22 +kR , 12 +kR .  

Решение (12) представим в виде 
( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )22222222

3222322232
2

2
22 sincos

sincos

++++

++++
∗

+∗
+ ±

−
−=

kkkk

kkkkk
k f

fTuuT
ϕθϕθ

ϕθϕθ
∓∓

∓∓∓
.                     (13) 

Умножим уравнение (7) на 22sin +kϕ , (8) – на 22cos +kϕ  и установим их сумму 

( ) ( )
( ) ( )22222222

3222
2

32
22 sincos

sin
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∗

+∗
+ ±±

+−
=

kkkk

kkk
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ϕθϕθ
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.                                 (14) 

Далее, решение (10) преобразуем так 
( ) ( )[ ]

( ) ( ) +
±

±
=
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++++∗
+

12121212

22122212
2

12 sincos
sincos

kkkk

kkkk
k f
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ϕθϕθ
ϕθϕθ

∓∓
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f
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ϕθϕθ
ϕθϕθ

∓∓
∓∓∓

.                                   (15) 

Умножим уравнение (5) на 12sin +kϕ , (6) – на 12cos +kϕ  и установим их разность 

( ) ( )
( ) ( )12121212

2212
2

22
12 sincos

sin

++++

++
∗

+∗
+ ±±

+−
=

kkkk

kkk
k f

uTR
ϕθϕθ

ϕϕ
∓

.                                     (16) 

Система (13)-(16) является аналитическим решением и схемой численного расчета натяжения 
областей 2k+2, 2k+1 и реактивных сил ∗

+22kR , ∗
+12kR . 

Выводы: 
1. Предлагается новая математическая модель взаимодействия нити с произвольным числом 

рабочих заданной текстильной машины. 
2. Полученные аналитические решения позволяют устанавливать зависимости натяжения 

данного участка нити от натяжения и других параметров движения остальных участков. 
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Резюме 

 
А. Бараев, М. Ж. Жұмабаев, А. С. Төлеп 

 
(Оңтүстік Қазақстан мемлекеттік институты, Шымкент, Қазақстан, 

Қ. А. Ясауи атындағы Халықаралық Қазақ-Түрік университеті, Түркістан, Қазақстан) 
 

ҚОЗҒАЛМАЙТЫН ҚАТТЫ ДЕНЕЛЕР ЖҮЙЕСІНІҢ БЕТКІ ЖАҒЫН АЙНАЛДЫРА 
ҚОРШАП ТҰРҒАН ЖІПТІҢ ОҢ ЖАҚ ШЕТІНЕ БЕРІЛЕТІН 

 
Жазықтықта орналасқан, нақты денелер, жүйесі берілетін стационар режимде сырғанайтын созылмайтын 

жіптің жазық есебі қарастырылады. Есептің математикалық үлгісі жəне аналитикалық шешімі келтірілген. 
Тірек сөздер: жіп, сырғанау, математикалық үлгі, соққы, бет, үйкеліс, күш, реакция, тартылу. 
 

Summary 
 

A. Barayev, M. Zh. Zhumabayev, A. S. Tulep 
 

(South-Kazakhstan state institute, Shymkent, Kazakhstan, 
International Kazakh-Turkish University named by Kh. A. Yassavi, Turkestan, Kazakhstan) 

 
BLOW ON THE RIGHT END OF THE YARN, ENVELOPE SURFACE OF FIXED SOLIDS 

 
Impact on the right end of yarn, envelope of surface of system of improvable solid body. 

In this article given a flat problem about sliding of non-elongation yarn on the surface of the system solid body, 
on the plane of the textile machines in the stationary regime. Mathematical model and analytical solution of the 
problem is given as well. 

Keywords: thread, slip, mathematical model, blow, surface, friction, force, reaction, tension. 
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УДК 532.536 
 

Б.Ж. АБДИКАРИМОВ, А.А.ТУРЕТАЕВА 
 

КОРРЕЛЯЦИОННЫЕ СВОЙСТВА ДВОЙНОГО РАСТВОРА 
ИЗОМАСЛЯНАЯ КИСЛОТА-ВОДА  ВДОЛЬ КРИТИЧЕСКИХ 

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИХ НАПРАВЛЕНИЙ 
 

Аннотация 
 
В работе на основе экспериментальных данных поведения сдвиговой вязкости двойного раствора 

изомасляная кислота-вода вблизи критической температуры расслоения исследованы температурные 
зависимости флуктуационной части вязкости вдоль термодинамических направлений критической 
изоконцентраты и границы раздела фаз. Впервые предложен новый метод исследования вязкости на 
отдельных ветвях кривой сосуществования. Показано, что поведение вязкости исследуемого раствора вдоль 
термодинамических направлений критической изоконцентраты и кривой сосуществования описываются 
уравнением, которое напрямую связано  с корреляционными свойствами системы. Учет в этом уравнении 
пространственной дисперсии системы обеспечивает конечность вязкости в критической точке, что 
подтверждается экспериментально.     

Тірек сөздер: сындық температура, сындық тұтқырлықтың теңдеуі, сындық изоконцентрат,  бірге жасау қисығы. 
Ключевые слова: критическая температура расслоения, уравнение критической вязкости, критическая 

изоконцентрата, кривая сосуществования. 
Keywords: consolution critical temperature, equation of critical viscosity, critical isoconcentrate, coexistence curve 

 
Экспериментальные и теоретические исследования свойств индивидуальных веществ и 

двойных растворов в окрестности критической точки (КТ), особенно кинетических свойств 
вещества, являются актуальной задачей физики конденсированного состояния вещества [i,ii]. Это 
связано с активным практическим использованием уникальных свойств вещества в критическом 
состоянии в современных новейших технологиях [iii,iv,v]. Это определяет актуальность и научно-
практическую значимость изучения равновесных и кинетических свойств однокомпонентных 
веществ и двойных растворов в окрестности КТ. 

В связи с этим в работе методом капиллярного вискозиметра были проведены комплексные 
исследования кинетической характеристики вещества – сдвиговой вязкости ( , )T cη  – в двойном 
растворе изомасляная кислота-вода в широком диапазоне температур и концентраций вблизи 
критической температуры расслоения. Данный раствор исследовался для различных массовых 
концентраций изомасляной кислоты в воде (сm1 = 20%, сm2 = 24%, сm3 = 29%, сm4 = 33%, сm5 = 38%, сm6 
= 39%, сm7 = 45%, сm8 = 52%, сm9 = 58%). На рис. 1 показаны полученные экспериментальные данные 
температурной зависимости вязкости η(T,c) для различных концентраций исследуемого двойного 
раствора в широком диапазоне температур. Эти исследования позволили впервые одновременно 
исследовать поведение вещества вдоль различных термодинамических критических направлений: 
границы раздела фаз (I), критической изотермы (II), критической изоконцентраты (III). 

Анализ полученных данных η(T,c) показал, что при критических значениях концентрации 
сm = сmк и температуры T = Tк, вязкость принимает конечное значение ηк=const. Этот результат 
подтверждается анализом многих других экспериментальных данных температурного поведения 
вязкости различных растворов вблизи критической температуры расслоения [vi, vii, viii, ix, x, xi]. В 
связи с этим полученные нами экспериментальные данные η(T) (рис. 1) были проанализированы с 
помощью уравнения для критической вязкости [vi, viii], учитывающего пространственную 
дисперсию системы. 

 

1/ 22

( , )( ) ( ) ( ) exp
1 ( ( , ))

c
r f

c

CR T cBT T T A
T q R T c

η η η= + = +
⎡ ⎤+ ⋅⎣ ⎦

  (1) 
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Здесь expr A B Tη =  - регулярная часть вязкости; ( , )f t cη ∆  – флуктуационная часть 

вязкости, учитывающая пространственную дисперсию системы. Радиус корреляции вдоль двух 
ветвей границы раздела фаз и вдоль критической изоконцентраты соответственно имеет вид: 

1 1( )cR t r t ν−= ⋅ , 2 2( )cR t r t ν−= ⋅ , 3 3( )cR t r t ν−= ⋅ ; ( ) /к кt T T T= − . Форма 
флуктуационной части вязкости (1) обеспечивает конечную вязкость системы 

( 0, 0) /к t c C qη = = =  в критическом состоянии при cqR ⇒ ∞ . 
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Рисунок 1-Температурная зависимость вязкости раствора изомасляная кислота-вода вблизи 

критической температуры расслоения для различных концентраций раствора 
Для анализа полученных экспериментальных данных η(T,c) рис. 1., при помощи 

экспоненциальной формулы ( ) expr T A B T=η  первоначально была исследована регулярная 

часть вязкости ( , ) ( , )exp ( , )r T c A T c B T c T=η . Для этого исследования была использована 

область температур кT T T∆ = − ≥10 К, далеких от критической. В этом диапазоне температур 
исследованы концентрационные зависимости величин параметров А и В регулярной части  
вязкости. 
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Рисунок 2 -Зависимость коэффициентов А и В регулярной части вязкости от концентрации изомасляной кислоты в воде 
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Рисунок 3 -Температурные зависимости флуктуационной части вязкости для различных концентраций c 

 
Как показали проведенные расчеты (рис. 2.), вдоль термодинамического направления кривой 

сосуществования параметр А(c) линейно уменьшается при увеличении концентрации раствора c; 
параметр В(c) наоборот, линейно увеличивается при увеличении концентрации раствора c.  

Используя значения регулярной части вязкости rη  найдена флуктуационная часть вязкости 

f rη η η= −
 
(1). Значения fη  для некоторых концентраций с ≤ ск и с ≥ ск приведены на рис. 

3Следует отметить, что наличие экспериментальных данных для температурных зависимостей 
регулярных частей вязкости при различных концентрациях, которые оканчиваются на кривой 
сосуществования (рис. 1.), позволило в работе впервые предложить метод определения вязкости на 
отдельных ветвях кривой сосуществования.  

На основе полученных в работе экспериментальных данных (рис. 1, 3) были проведены 
исследования температурных зависимостей флуктуационной части вязкости fη

 
для критических 

направлений критической изоконцентраты и границы раздела фаз. Эти результаты показаны на 
рис. 4a. Для их анализа была исследована    величина обратного значения флуктуационной части 
вязкости  1/ fη  (рис. 4б). Температурные зависимости обратных значений флуктуационных частей 

вязкости fη  вдоль направлений критической изоконцентраты и границы раздела фаз приведены на 

рис. 4б.  
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Рисунок 4а -Температурные зависимости флуктуационных частей вязкости для критических направлений критической 
изоконцентраты и границы раздела фаз 
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Рисунок 4б - Температурные зависимости обратных значений флуктуационной части вязкости для критических 
направлений критической изоконцентраты и границы раздела фаз 
 

Как следует из рис. 4а, при приближении к критической температуре (t→0)  обратная величина 
1( )f tη −  стремится к постоянному значению 1 1( 0) /f f кt q rη η η− −= = = ∆ . Поэтому для анализа 

температурных зависимостей флуктуационной части вязкости ( )f tη
 

непосредственно 

использована формула (1). 
При обработке экспериментальных данных для температурных зависимостей обратного 

значения флуктуационной части вязкости для критической изоконцентраты и двух ветвей кривой 
сосуществования определены коэффициенты формулы (1), переписанной для обратного значения 
флуктуационной части вязкости в форме: 

 

                       
212

2
2

10
11 1 /νν
кf ))|t|)/(q|t|q((qηη −−−− ++=

                                     
(2)
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Рисунок 5- Температурная зависимость значения флуктуационной части вязкости для двух ветвей границы раздела фаз 1, 
2 и для критической изоконцентраты 3. 

 

В формуле (2) ηк–1 = 1350, q0=680. Для первой ветви границы раздела фаз q1=0,0005, 
q2=0,000047; для второй ветви границы раздела фаз q1=0,00004, q2=0,00016; для критической 
изоконцентраты q1=0,00001, q2=0,00021.  

Константа ηк–1 в формуле (2) имеет физический смысл значения обратного значения вязкости в 
самой критической точке. Таким образом, в работе предложен метод определения значения вязкости в 
критической точке на основе анализа температурных зависимостей флуктуационных частей вязкости 
вдоль термодинамических направлений критической изоконцентраты и границы раздела фаз. 

В формуле (2) использован критический показатель 2ν≈1,27  флуктуационной части вязкости от 
температуры для кривой сосуществования и критической изоконцентраты. Сделан вывод, что 
полученные критические показатели определяются критическим показателем радиуса корреляции 
ν = 0,636 в соответствии с выводами флуктуационной теории фазовых переходов [i]. 

Таким образом, в работе впервые проведено экспериментальные исследование температурных 
и концентрационных зависимостей вязкости η(t,c) двойного раствора изомасляная кислота-вода 
одновременно вдоль трех критических термодинамических направлений: границы раздела фаз, 
критической изотермы и критической изоконцентраты. Анализ полученных результатов позволяет 
сделать следующие выводы. 

1. Показано, что вязкость в критической точке достигает конечного значения.  
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2. Предложен метод определения вязкости на отдельных ветвях кривой сосуществования.  
3. Для анализа исследованных зависимостей η(t,c) учтена пространственная дисперсия 

системы во флуктуационной части вязкости вдоль критической изоконцентраты и двух ветвей 
кривой сосуществования.  

4. Полученные экспериментальные данные подтверждают вид уравнения критической 
вязкости; на основе этих данных получены параметры уравнения критической вязкости для кривой 
сосуществования и критической изоконцентраты.  
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СЫНДЫҚ ТЕРМОДИНАМИКАЛЫҚ БАҒЫТТАРДАҒЫ  
ИЗОМАЙ ҚЫШҚЫЛЫ-СУ ЕРІТІНДІСІНІҢ  КОРРЕЛЯЦИЯЛЫҚ ҚАСИЕТТЕРІ 

        
       Жұмыста сындық температураға жақын изомай қышқылы-су ерітіндісінің ығысу тұтқырлығы үшін алынған 
тəжірибелік мəліметтер негізінде фазалар бөлігі шекарасы мен сындық изотерма термодинамикалық бағыттарындағы 
тұтқырлықтың флуктуациялық бөлігінің температуралық байланыстылығы зерттелінген. Алғаш рет бірге жасау 
қисығының жеке тармақтарындағы тұтқырлықты зерттеудің жаңа əдісі ұсынылды. Термодинамикалық бірге жасау 
қисығы мен сындық изоконцентрат бағыттарындағы зерттелінетін ерітіндінің тұтқырлығы жүйенің тікелей 
корреляциялық қасиетіне қатысты теңдеумен анықталынатыны көрсетілді. Бұл теңдеудегі жүйенің кеңістікті 
дисперсиялылығының ескерілуі сындық нүктедегі тұтқырлықтың шектеулілігін қамтамасыз етеді жəне ол тəжірибемен 
дəлелденген. 

B.ZH. ABDIKARIMOV, А.А.TURETAEVA 
 

THE CORRELATIONAL PROPERTIES OF DOUBLE SOLUTION  OF THE ISOBUTYRIC ACID-WATER  
ALONG THE CRITICAL THERMODYNAMICAL DIRECTIONS 

 
The temperature dependences of the fluctuation part of viscosity along the thermodynamic directions of critical 

isoconcentrate and phase interface have been studied in the work on the basis of experimental data of shear viscosity behavior of 
binary isobutyric acid-water solution near the critical consolute temperature. New method for studying the viscosity on separate 
branches of the coexistence curve  as been proposed for the first time. It has been shown that the behavior of the viscosity of the 
studied solution along the thermodynamic directions of critical isoconcentrate and coexistence curve can be described by the 
equation, which is directly connected with the correlation properties of the system. Taking into account the spatial dispersion of 
the system in this equation guarantees the finiteness of the viscosity in critical point, which is confirmed experimentally.  
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Э.А. БАКИРОВА, X.ДАЛЕЛXАН 
 

ИМПУЛЬС ƏСЕРІ БАР ЖҮКТЕЛГЕН ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ 
ТЕҢДЕУЛЕР ЖҮЙЕСІ ҮШІН ШЕТТІК ЕСЕПТІҢ ПЕРИОДТЫ 

ШЕШІМДЕРІ ТУРАЛЫ 
 
Импульс əсері бар жүктелген дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін сызықты периодты шеттік есебі 

параметрлеу əдісі көмегімен зерттелген. Қарастырылып отырған шеттік есептің бірмəнді шешілімділігінің 
жеткілікті шарттары тағайындалған жəне оның жуық шешімдерін табудың алгоритмдері құрылған.  

 
Импульс əсері бар жүктелген дифференциалдық  теңдеулер жүйесі үшін периодты шеттік есепті 

қарастырайық  
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(1) – (3) есебінің шешімі деп [ ] { }θ\,0 Tt ∈  аралығында жүктелген дифференциалдық 
теңдеулер жүйесін, θ  нүктесіндегі импульстік (2) шартын қанағаттандыратын жəне 0=t  мен 

Tt =  нүктелеріндегі мəндері үшін (3) теңдігі орындалатын ),0( T  аралығында бөлікті үзіліссіз 

дифференциалданатын )(tx∗  вектор-функциясын айтамыз. 
Жүктелген дифференциалдық теңдеулер үшін шеттік есептер əртүрлі əдістермен көптеген 

авторлардың жұмыстарында қарастырылған [1,2]. Мұндай теңдеулерді зерттеу жүктелген 
дифференциалдық теңдеудің қолданбалы математикадағы алатын орнымен маңызды. Мысалға, 
шоғырланған массалармен жүктелген шектің тербелісі туралы есеп, серпімді желіге ілінген жүктің 
ұзына бойғы қозғалысы туралы есеп, ұштарына масса ілінген желінің бұрамалы тербелістері есебі 
жəне т.т. жүктелген дифференциалдық теңдеулерге əкеледі.  

 (0,T) интервалын бөліктеу жəне қосымша параметрлерді енгізу арқылы жүктелген 
дифференциалдық теңдеуі үшін екі нүктелі шеттік есепті шешудің əдісі [3] жұмысында ұсынылған 
болатын. Назарларыңызға ұсынылып отырған жұмыста осы əдіспен  (1)-(3) импульс əсері бар 
жүктелген дифференциалдық теңдеулер үшін периодты шеттік есеп зерттелінеді.  

[ ]Т,0  аралығын жүктеу нүктесі мен импульс нүктесін ескере отырып үш аралыққа бөлейік: 
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rr ttT  мұндағы ,00 =t ,1 θ=t ,2 µ=t Tt =3 . Ізделінді функцияның бөлінген 

аралықтарға сығылуын ( ) ( ),txtxr = [ ),,1 rr ttt −∈ 3,1=r  деп белгілейік, )( 1−= rrr txλ , 3,1=r , 

қосымша параметрлерін енгізіп жəне əрбір [ ),,1 rr tt − 3,1=r , интервалында 
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,)()( rrr txtu λ−= 3,1=r , алмастыруларын жасайық. Соның нəтижесінде келесі параметрі бар 
шеттік есепті аламыз: 
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(1) – (3) жəне (4) – (7) есептері пара-пар болады. Егер )(tx  функциясы (1) – (3) есебінің шешімі 

болса, онда келесі [ ]( )tu,λ  жұбы, мұндағы 

( ),)(),(),0( µθλ xxx= ( ))()(),()(),0()(][ µθ xtxxtxxtxtu −−−=  – (4) – (7) есебінің шешімі 
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(4) Коши есебі келесі интегралдық теңдеуге пара-пар болады:  
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0
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Енді (8), (10) есебінің шешімі болатын [ ]( )tu,λ  жұбы төмендегі алгоритм арқылы  

анықталатын 
( ) ( )[ ]( ) ,...2,1,0,, =ktu kkλ  жұптар тізбегінің шегі ретінде ізделінеді: 

0-ші қадам: а) ),( µθνQ   матрицасының кері матрицасы бар деп жорамалдап, λ  
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теңдеуінен табамыз, яғни ( ) ( )[ ] ( )µθµθλ νν ,, 10 FQ −−= . б) nR3)0( ∈λ  векторының 
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Осы үдерісті қайталап отырып, алгоритмнің k -шы қадамында ])[,( )()( tu kkλ , 
,...2,1,0=k жұптар жүйесін аламыз. 

Ұсынылып отырған алгоритмнің жүзеге асуы мен жалғыз шешімге жинақталуының жеткілікті 
шарттары жəне (1) – (3) импульстік əсері бар шеттік есебінің жалғыз шешімі болатыны келесі 
теоремада келтірілген: 

Теорема 1. Егер кез келген  Ν∈ν  үшін  nn RRQ 33:),( →µθν  матрицасының кері 
матрицасы бар болса жəне  
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 Теореманың барлық шарттары орындалып тұр, онда (11) – (13) есебінің жалғыз шешімі бар 
болады.  
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B.ZH. ABDIKARIMOV, А.А.TURETAEVA 

 

THE CORRELATIONAL PROPERTIES OF DOUBLE SOLUTION  OF 
THE ISOBUTYRIC ACID-WATER  

ALONG THE CRITICAL THERMODYNAMICAL DIRECTIONS 
 

 

The temperature dependences of the fluctuation part of viscosity along the 
thermodynamic directions of critical isoconcentrate and phase interface have been 
studied in the work on the basis of experimental data of shear viscosity behavior of 
binary isobutyric acid-water solution near the critical consolute temperature. New 
method for studying the viscosity on separate branches of the coexistence curve  as 
been proposed for the first time. It has been shown that the behavior of the viscosity 
of the studied solution along the thermodynamic directions of critical 
isoconcentrate and coexistence curve can be described by the equation, which is 
directly connected with the correlation properties of the system. Taking into 
account the spatial dispersion of the system in this equation guarantees the 
finiteness of the viscosity in critical point, which is confirmed experimentally.  
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Б.Ж.ƏБДІКƏРІМОВ, А.А.ТӨРЕТАЕВА 
 

СЫНДЫҚ ТЕРМОДИНАМИКАЛЫҚ БАҒЫТТАРДАҒЫ  
ИЗОМАЙ ҚЫШҚЫЛЫ-СУ ЕРІТІНДІСІНІҢ  КОРРЕЛЯЦИЯЛЫҚ 

ҚАСИЕТТЕРІ 
        
       Жұмыста сындық температураға жақын изомай қышқылы-су ерітіндісінің 
ығысу тұтқырлығы үшін алынған тəжірибелік мəліметтер негізінде фазалар 
бөлігі шекарасы мен сындық изотерма термодинамикалық бағыттарындағы 
тұтқырлықтың флуктуациялық бөлігінің температуралық байланыстылығы 
зерттелінген. Алғаш рет бірге жасау қисығының жеке тармақтарындағы 
тұтқырлықты зерттеудің жаңа əдісі ұсынылды. Термодинамикалық бірге 
жасау қисығы мен сындық изоконцентрат бағыттарындағы зерттелінетін 
ерітіндінің тұтқырлығы жүйенің тікелей корреляциялық қасиетіне қатысты 
теңдеумен анықталынатыны көрсетілді. Бұл теңдеудегі жүйенің кеңістікті 
дисперсиялылығының ескерілуі сындық нүктедегі тұтқырлықтың 
шектеулілігін қамтамасыз етеді жəне ол тəжірибемен дəлелденген. 
 
Түйін сөздер: сындық температура, сындық тұтқырлықтың теңдеуі, 
сындық изоконцентрат,  бірге жасау қисығы. 
 


