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Abstract. We will consider the operator equation in Hilbert space  

ݑܣ  ൌ ݂,                                                                                (1.1) 

where - quite continuous operator, and and space elements. If the operator one-to-one displays spaces on the area of 
value, there is a return operator displaying sets in spaces who is the unlimited operator. In this case the equation (1.1) 
has the only decision for any right part from which has an appearance 
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ݑ ൌ  ଵ݂,                                                                               (1.2)ିܣ

but unfortunately, because of limitlessness of the return operator, this decision isn't steady, that is small deviations of 
the right part from true value can lead to big deviations from the required true decision. In practice, as a rule, the 
right part known it is only approximate therefore there is a problem of search of steady algorithm of the solution of 
the equation (1.1). For the first time such Tikhonov A.N. started considering tasks. [1], it appeared that many 
problems of geophysics, seismic exploration belong to this class of tasks. The bright representative of this class of 
tasks is the return task of Cauchy for the Storm Liouville equation. We will consider a task in space I Mow for the 
Storm Liouville equation 

ݕܮ ൌ ሻݔሺ"ݕ ൌ ݂ሺݔሻ, ݔ ∈ ሺ0,1ሻ 
ሺ0ሻݕ ൌ ሺ0ሻ′ݕ ൌ 0.                                                                       (1.3) 

the decision which has an appearance  

ሻݔሺݕ ൌ ׬ ሺݔ െ .ݐሻ݀ݐሻ݂ሺݐ
௫
଴                                                                   (1.4) 

The essence of the return task of Cauchy consists in finding of the right part according to the known decision, 
that is is reduced to the solution of the integrated equation of the first sort 

׬ ሺݔ െ ݐሻ݀ݐሻ݂ሺݐ ൌ
௫
଴  ሻ.                                                                (1.5)ݔሺݕ
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вилля. 
Аннотация. В настоящей работе решена одна обратная задача для оператора Штурма-Лиувилля. 
 
1. Введение. 
Рассмотрим в гильбертовом пространстве ܪ операторное уравнение  

ݑܣ ൌ ݂,                                                                         (1.1) 

где ܣ – вполне непрерывный оператор, а ݂ и ݑ элементы пространства ܪ. Если оператор ܣ взаимно 
однозначно отображает пространства ܪ на свою область значения ܴሺܣሻ ⊂ -то существует об ,ܪ
ратный оператор ିܣଵ, отображающий множества ܴሺܣሻ в пространства ܪ, который является неогра-
ниченным оператором. В этом случае уравнение (1.1) имеет единственное решение ݑ для любой 
правой части ݂ из ܴሺܣሻ, который имеет вид 

ݑ ൌ  ଵ݂,                                                                      (1.2)ିܣ

но к сожалению, из-за неограниченности обратного оператора ିܣଵ, это решение не устойчиво, то 
есть малые отклонения правой части от истинного значения могут привести к большим откло-
нениям от искомого истинного решения. На практике, как правило, правая часть бывает известной 
лишь приближенно, поэтому возникает проблема поиска устойчивого алгоритма решения урав-
нения (1.1). Впервые задачи такого рода начал рассматривать Тихонов А.Н. [1], оказалось, что 
многие задачи геофизики, сейсморазведки относятся именно к этому классу задач. Ярким 
представителем этого класса задач является обратная задача Коши для уравнения Штурма-
Лиувилля. Рассмотрим в пространстве ²ܮሺ0,1ሻ задачу Кошу для уравнения Штурма-Лиувилля 

ݕܮ ൌ ሻݔሺ"ݕ ൌ ݂ሺݔሻ, ݔ ∈ ሺ0,1ሻ 
ሺ0ሻݕ ൌ ሺ0ሻ′ݕ ൌ 0.                                                                (1.3) 

решение, которого имеет вид  
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ሻݔሺݕ ൌ ׬ ሺݔ െ .ݐሻ݀ݐሻ݂ሺݐ
௫
଴                                                          (1.4) 

Суть обратной задачи Коши состоит в нахождении правой части ݂ по известному решению 
 ሻ, то есть сводится к решению интегрального уравнения первого родаݔሺݕ

׬ ሺݔ െ ݐሻ݀ݐሻ݂ሺݐ ൌ
௫
଴  ሻ.                                                      (1.5)ݔሺݕ

2. Методы исследовании. В этом разделе мы докажем две леммы, которые могут иметь и 
самостоятельное значение и они подсказаны нам теоремой Эрвина Шмидта, о разложении произ-
вольного компактного оператора в ряд по собственным функциям «модуля» оператора [2]. 

Лемма 2.1. Если ܣ вольтерровый оператор, ܵ- унитарный оператор и имеют место равенства  

ܣܵ ൌ ܵ ,ܵ∗ܣ ൌ ܵ∗, ܰሺܣሻ ൌ ሼ0ሽ,                                              (2.1) 
то операторное уравнение 

ݑܣ ൌ ݂                                                                   (2.2) 
имеет в пространстве ܪ единственное решение вида 

ݑ ൌ ∑ ሺ௙,ௌఝ೙ሻ

ఒ೙
∞
௡ୀଵ ߮௡,                                                         (2.3) 

где ߣ௡- собственное значение оператора ܵܣ, а ߮௡- собственные векторы этого оператора. 
Доказательство. По условию леммы оператор ܣ компактный, а в силу условий ܵܣ ൌ  ,ܵ∗ܣ

ܵ ൌ ܵ∗ оператор ܵܣ- самосопряженный и компактный. По теореме Гильберта-Шмидта [3] для 
любого вектора ݑ пространства ܪ имеет место разложение 

ݑܣܵ ൌ ෍ሺܵݑܣ, ߮௡ሻ
∞

௡ୀଵ

߮௡ ൅ ߮଴, 

где ߮଴ ∈ ܰሺܵܣሻ. В нашем случае ܰሺܵܣሻ ൌ ሼ0ሽ, поэтому  

ݑܣܵ ൌ ෍ሺܵݑܣ, ߮௡ሻ
∞

௡ୀଵ

߮௡ ൌ ෍ߣ௡ሺݑ, ߮௡ሻ߮௡,⇒ ሺܵݑܣ, ߮௡ሻ ൌ ,ݑ௡ሺߣ ߮௡ሻ
∞

௡ୀଵ

, ሺݑ, ߮௡ሻ ൌ
ሺܵݑܣ, ߮௡ሻ

௡ߣ
. 

Если ሺݑ, ߮௡ሻ ൌ 0, то ܵݑܣ ൌ ݑ	⇒ ,0 ൌ 0, следовательно, система {߮௡} является полной 
ортогональной системой. Полагая ее ортонормированной, имеем 

ݑ ൌ ෍ሺݑ, ߮௡ሻ߮௡ ൌ

∞

௡ୀଵ

෍
ሺܵݑܣ, ߮௡ሻ

௡ߣ

∞

௡ୀଵ

߮௡ ൌ ෍
ሺ݂ܵ, ߮௡ሻ

௡ߣ

∞

௡ୀଵ

߮௡ ൌ ෍
ሺ݂, ܵ߮௡ሻ

௡ߣ
߮௡.

∞

௡ୀଵ

 

Лемма 2.2. (а) Если ܣ вольтерровый оператор, ܵ- унитарный оператор, действующие в 
гильбертовом пространстве ܪ и удовлетворяющие условию  

ܣܵ ൌ ܵ ,ܵ∗ܣ ൌ ܵ∗, ܰሺܣሻ ൌ ሼ0ሽ,                                                   (2.1) 
то операторное уравнение  

ሺܵܣ െ ఈݑሻߙ݅ ൌ ݂ܵ                                                             (2.4) 

для любого вещественного числа ߙ, отличного от нуля, и правой части ݂ ∈  имеет единственное ܪ
решение вида 

ఈݑ ൌ ∑ ሺ௙,ௌఝ೙ሻ

ఒ೙ା௜ఈ
߮௡,

∞
௡ୀଵ                                                           (2.5) 

где  ܵ߮ܣ௡ ൌ ,௡߮௡ߣ ݊ ൌ 1,2, …. 

(б) для любого элемента ݂ ∈ ܴሺܣሻ имеет место оценка 

ఈݑܣ‖ െ ݂‖ ≪ |ߙ| ∙ ,‖ݑ‖ ݂ ൌ  (2.6)                                                ,ݑܣ

которая показывает скорость приближения элемента ݑܣఈ к ݂ при ߙ → 0; 
(в) если ݂ ∈ ܴሺܣሻ и ߙ → 0, то величина ‖ݑఈ െ  .стремится к нулю ‖ݑ
Доказательство. а) Оператор ܵܣ вполне непрерывен и самосопряжен, поэтому все его собст-

венные значения вещественны. По альтернативе Фредгольма любое комплексное число является 
либо собственным значением вполне непрерывного оператора, либо принадлежит к резольвент-
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ному множеству, стало быть, оператор ܵܣ െ  ограниченно обратим при любом вещественном ܫߙ݅
значений ߙ ് 0. Следовательно, уравнение 

ሺܵܣ െ ఈݑሻܫߙ݅ ൌ ݂ܵ 

разрешимо при любом вещественном ߙ ് 0, т.е. имеет место формула: ݑఈ ൌ ሺܵܣ െ  .ሻିଵ݂ܵܫߙ݅
Найдем Фурье представление этого решения. 

ఈݑ ൌ ෍ሺݑఈ, ߮௡ሻ߮௡ ൌ ෍ሺሺܵܣ െ ,ሻିଵ݂ܵܫߙ݅ ߮௡ሻ߮௡ ൌ ෍ሺ݂ܵ, ሺܵܣ ൅ ሻିଵ߮௡ሻ߮௡ߙ݅ ൌ

∞

௡ୀଵ

∞

௡ୀଵ

∞

௡ୀଵ

 

෍
ሺ݂ܵ, ߮௡ሻ߮௡
௡ߣ ൅ ߙ݅

ൌ ෍
ሺ݂, ܵ߮௡ሻ߮௡
௡ߣ ൅ ߙ݅

.

∞

௡ୀଵ

∞

௡ୀଵ

 

Оценим норму ݑఈ в пространстве ܪ. 

ఈ‖²ݑ‖ ൌ ෍
|ሺ݂ܵ, ߮௡ሻ|ଶ

௡ଶߣ ൅ ²ߙ
൏

1
ଶߙ

෍|ሺ݂, ܵ߮௡ሻ|ଶ ≪
‖݂‖ଶ

ଶߙ
ߙ			, ് 0

∞

௡ୀଵ

;

∞

௡ୀଵ

 

б) Из условия ݂ ∈ ܴሺܣሻ следует, что существует такой элемент ݑ пространства ܪ, что ݂ ൌ  .ݑܣ
Оператор ܣ ограничен и ߮ܣ௡ ൌ  ௡ܵ߮௡, поэтомуߣ

ఈݑܣ ൌ ෍
ሺ݂ܵ, ߮௡ሻ

௡ߣ ൅ ߙ݅
௡߮ܣ ൌ ෍

ሺ݂, ܵ߮௡ሻ

௡ߣ ൅ ߙ݅
ܵ߮௡;

∞

௡ୀଵ

∞

௡ୀଵ

 

ఈݑܣ‖ െ ݂‖ଶ ൌ ะ෍
ሺ݂, ܵ߮௡ሻ

௡ߣ ൅ ߙ݅
௡ܵ߮௡ߣ െ෍ሺ݂, ܵ߮௡ሻܵ߮௡

∞

௡ୀଵ

∞

௡ୀଵ

ะ

ଶ

ൌ ෍ ฬ
௡ߣ

௡ߣ ൅ ߙ݅
െ 1ฬ

ଶ

|ሺ݂, ܵ߮௡ሻ|ଶ
∞

௡ୀଵ

 

ൌ ෍
ଶ|ߙ|

௡ଶߣ ൅ ଶߙ
|ሺ݂, ܵ߮௡ሻ|ଶ ≪ ଶߙ ∙ ෍

|ሺ݂, ܵ߮௡ሻ|ଶ

௡ଶߣ

∞

௡ୀଵ

≪ ଶߙ ∙ ෍
|ሺݑܣ, ܵ߮௡ሻ|

௡ଶߣ

∞

௡ୀଵ

≪

∞

௡ୀଵ

ଶߙ ∙ ෍
|ሺܵݑܣ, ߮௡ሻ|ଶ

௡ଶߣ

∞

௡ୀଵ

≪ ଶߙ ∙ ෍
|ሺݑ, ௡ሻ|ଶ߮ܣܵ

௡ଶߣ
≪ ଶߙ ∙ ;ଶ‖ݑ‖

∞

௡ୀଵ

 

в) Оценим норму ‖ݑఈ െ  .ܪ в пространстве ‖ݑ

ఈݑ‖ െ ‖ݑ ൌ ะ෍
ሺ݂ܵ, ߮௡ሻ

௡ߣ ൅ ߙ݅
߮௡ െ෍

ሺ݂, ܵ߮௡ሻ

௡ߣ
߮௡

∞

௡ୀଵ

∞

௡ୀଵ

ะ

ଶ

ൌ ะ෍ ൬
1

௡ߣ ൅ ߙ݅
െ
1
௡ߣ
൰ ሺ݂, ܵ߮௡ሻ߮௡

∞

௡ୀଵ

ะ

ଶ

ൌ 

෍
ଶߙ

௡ଶߣ௡ଶሺߣ ൅ ଶሻߙ
|ሺ݂, ܵ߮௡ሻ|ଶ ൌ ଶ෍ߙ

|ሺݑܣ, ܵ߮௡ሻ|ଶ

௡ଶߣ௡ଶሺߣ ൅ ଶሻߙ
ൌ ଶ෍ߙ

|ሺݑ, ௡ሻ|ଶ߮ܣܵ

௡ଶߣ௡ଶሺߣ ൅ ଶሻߙ
ൌ

∞

௡ୀଵ

∞

௡ୀଵ

∞

௡ୀଵ

ଶߙ ∙ 

෍
|ሺݑ, ߮௡ሻ|ଶ

௡ଶߣ ൅ ଶߙ
ൌ ଶ෍ߙ

|ሺݑ, ߮௡ሻ|ଶ

௡ଶߣ ൅ ଶߙ
൅

ே

௡ୀଵ

∞

௡ୀଵ

෍
|ሺݑ, ߮௡ሻ|ଶߙଶ

௡ଶߣ ൅ ଶߙ
≪ ଶ෍ߙ

|ሺݑ, ߮௡ሻ|ଶ

௡ଶߣ ൅ ଶߙ
൅ ෍|ሺݑ, ߮௡ሻ|ଶ

∞

ேାଵ

ே

௡ୀ଴

ା∞

ேାଵ

. 

Из условия ݂ ∈ ܴሺܣሻ следует сходимость ряда ∑ |ሺݑ, ߮௡ሻ|ଶ
∞
௡ୀଵ ൏ ൅∞, поэтому для любого 

ߝ ൐ 0 существует такой номер ܰሺߝሻ, что ∑ |ሺݑ, ߮௡ሻ|ଶ
∞
ேାଵ ൏

ఌమ

ଶ
. При фиксированном ܰሺߝሻ найдем 

число ߜሺߝሻ ൐ 0, такое, что для всех 0 ≪ ߙ ൏  ሻ имеет местоߝሺߜ

ଶ෍ߙ
|ሺݑ, ߮௡ሻ|ଶ

௡ଶߣ ൅ ଶߙ

ே

௡ୀଵ

൏
ଶߝ

2
 

неравенство. Следовательно, для любого ߝ ൐ 0 существует ߜሺߝሻ ൐ 0, такое, что для всех 0 ≪ ߙ ൏  ሻߝሺߜ
имеет место неравенство ‖ݑఈ െ ‖ݑ ൏  .что и требовалось доказать ,ߝ

Заметим, что если ݑ является элементом функционального пространства, иначе говоря, функ-
цией, то быстрота сходимости к нулю величины ∑ |ሺݑ, ߮௡ሻ|ଶ

∞
ேାଵ  зависит от гладкости функции ݑሺхሻ. 

3. Результаты исследований. 
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Теорема 3.1. (а) Если ݂ሺݔሻ ∈ ଶܹ
ଶሺ0,1ሻ, то интегральное уравнение 
ሻݔሺݑܣ ൌ ׬ ሺݔ െ ݐሻ݀ݐሺݑሻݐ ൌ

௫
଴ ݂ሺݔሻ                                              (3.1) 

имеет единственное решение вида 

ሻݔሺݑ ൌ ∑ ሺ௙,ௌఝ೙ሻ

ఒ೙
߮௡,

∞
௡ୀଵ                                                      (3.2) 

где ܵ߮௡ሺݔሻ ൌ ߮௡ሺ1 െ ,ሻݔ ௡߮ܣܵ ൌ  ;௡߮௡ߣ

(б) для любого ݂ሺݔሻ ∈ ଶܹ
ଶሺ0,1ሻ имеет место оценка 

ఈݑܣ‖ െ ݂‖ ≪ |ߙ| ∙ ,‖ݑ‖ ݂ ൌ  ,ݑܣ
где ݑఈሺݔሻ является решением уравнения 

ሺܵܣ െ ఈݑሻߙ݅ ൌ ݂ܵ, ߙ െ вещественная величина; 

(в) если ݂ሺݔሻ ∈ ଶܹ
ଶሺ0,1ሻ, то limఈ→଴‖ݑఈ െ ‖ݑ ൌ 0. 

Доказательство. Если ݑܣ ൌ 0, то ׬ ሺݔ െ ݐሻ݀ݐሺݑሻݐ ൌ 0
௫
଴ , тогда из теоремы Лебега [3] следует, 

что ݑሺݔሻ ൌ 0 почти всюду в ሺ0,1ሻ, следовательно, обратный оператор ିܣଵ существует; 
Ядро интегрального оператора (3.1) имеет вид ܣሺݔ, ሻݐ ൌ ሺݔ െ ሻݐ ∙ ݔሺߠ െ  ሻ, поэтому ограниченݐ

и принадлежит классу Гильберта-Шмидта. Следовательно, оператор ܣ вполне непрерывен. Воль-
терровость оператора ܣ является следствием теоремы единственности решения задачи Коши для 
уравнения Штурма-Лиувилля. Проверка выполнения условий лемм 2.1, 2.2 не составляет труда. 

4. Выводы. Результаты данной работы могут быть использованы в спектральной теории 
операторов [4-15]. 
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