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Abstract. Problem definition. Many problems of a mathematical task give to a task definitions of own values 

and own functions of differential operators and decomposition of any function in a row (or integral) on own func-
tions. So, for example, to such questions come always, applying Fourier's method to finding of the solution of the 
differential equation in private derivatives meeting these entry and regional conditions. Therefore differential 
operators attracted, both draw great attention and there are many works by it devoted. 

Despite the fundamental results received so far the problem of spectral decomposition of differential operators 
still can't be considered settled. Here first of all it is necessary to point to a problem of determination of frequency 
rate of a range of the differential operator depending on properties of his coefficients [1]. 

Let Gilbert's space, - the operator Shturma-Liuvillya determined by conditions: 

ݕܮ  ൌ െݕ"ሺݔሻ ൅ ሻݔሺݕሻݔሺݍ ൌ  ሻ,                                                   (1.1)ݔሺݕݖ

ቊ
ܽଵଵݕሺ0ሻ ൅ ܽଵଶݕ′ሺ0ሻ ൅ ܽଵଷݕሺ1ሻ ൅ ܽଵସݕ′ሺ1ሻ ൌ 0,
ܽଶଵݕሺ0ሻ ൅ ܽଶଶݕ′ሺ0ሻ ൅ ܽଶଷݕሺ1ሻ ൅ ܽଶସݕ′ሺ1ሻ ൌ 0.

                                          (1.2) 

If for some own value of this operator there correspond two own functions, such own value is called multiple. 
It is asked what have to be coefficients of a regional condition (1.2) that the operator (1.1)-(1.2) had at least one 
multiple own value. 

 
 

УДК 517.91 
 

ОБ ОДНОМ НЕОБХОДИМОМ ПРИЗНАКЕ КРАТНОСТИ 
СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ ОПЕРАТОРА ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ 

 
А. Б. Иманбаева, С. Т. Ахметова, А. Ш. Шалданбаев 

 

Южно-Казахстанский государственный университет им. М. Ауезова, Шымкент, Казахстан 
 

Ключевые слова: собственные значения, кратность спектра, оператор Штурма-Лиувилля. 
Аннотация. В настоящей работе установлен один признак кратности собственного значения оператора 

Штурма-Лиувилля. 
  

1. Введение. 
Постановка задачи. Многие задачи математической задачи приводят к задаче определения 

собственных значений и собственных функций дифференциальных операторов и разложения 
произвольной функции в ряд (или интеграл) по собственным функциям. Так, например, к такого 
рода вопросам приходят всегда, применяя метод Фурье для нахождения решения дифферен-
циального уравнения в частных производных, удовлетворяющего данным начальным и краевым 
условиям. Поэтому дифференциальные операторы привлекали, и привлекают большое внимание и 
имеется много работ им посвященных. 
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Несмотря на фундаментальные результаты полученные до настоящего времени, проблему 
спектрального разложения дифференциальных операторов еще нельзя считать исчерпанной. Здесь 
в первую очередь следует указать на задачу определения кратности спектра дифференциального 
оператора в зависимости от свойств его коэффициентов [1]. 

Пусть ܪ ൌ  оператор Штурма-Лиувилля, определенный -ܮ ,ଶሺ0,1ሻ пространство Гильбертаܮ
условиями: 

ݕܮ ൌ െݕ"ሺݔሻ ൅ ሻݔሺݕሻݔሺݍ ൌ  ሻ,                                               (1.1)ݔሺݕݖ

ቊ
ܽଵଵݕሺ0ሻ ൅ ܽଵଶݕ′ሺ0ሻ ൅ ܽଵଷݕሺ1ሻ ൅ ܽଵସݕ′ሺ1ሻ ൌ 0,
ܽଶଵݕሺ0ሻ ൅ ܽଶଶݕ′ሺ0ሻ ൅ ܽଶଷݕሺ1ሻ ൅ ܽଶସݕ′ሺ1ሻ ൌ 0.

                                      (1.2) 

Если для некоторого собственного значения ߣ଴ этого оператора соответствуют две собствен-
ные функции, то такое собственное значение называется кратным. Спрашивается, какими должны 
быть коэффициенты краевого условия (1.2), чтобы оператор (1.1)-(1.2) имел хотя бы одного 
кратного собственного значения. 

2. Методы исследований. Рассмотрим в пространстве ܮଶሺ0,1ሻ спектральную задачу 

ݕܮ ൌ ሺ1′ݕ െ хሻ ൌ ,ሻݔሺݕߣ ݔ ∈ ሺ0,1ሻ                                                (2.1) 

ሺ0ሻݕߙ ൅ ሺ1ሻݕߚ ൌ 0,                                                            (2.2) 

где ߚ ,ߙ- произвольные комплексные числа. ߣ- с пектральный параметр. Сначала найдем общего 
решения уравнения (2.1) и изучим ее свойства. Имеет место следующая лемма [2]. 

Лемма 2.1.  
(а) Пространство решений уравнения (2.1) одномерно; 
(б) Общее решение уравнения (2.1) имеет следующий вид 

,ݔሺݕ ሻߣ ൌ ܥ ቂcos ߣ ቀݔ െ
ଵ

ଶ
ቁ ൅ sin ߣ ቀݔ െ

ଵ

ଶ
ቁቃ , ܥ െ  (2.3)                         .ݐݏ݊݋ܿ

(в) Для любого нетривиального решения уравнения (2.1) имеет место формула 

ሺ1ݕ െ ,ݔ ሻߣ ൌ ,ݔሺݕ െߣሻ.                                                       (2.4) 

(г) Если ݕሺݔ,   ሻ есть решение уравнения (2.1) иߣ

,ݔሺݖ ሻߣ ൌ ሺ1ݕ െ ,ݔ  ,ሻߣ
то 

ሺ1′ݖ െ ሻݔ ൌ െݖߣሺݔሻ.                                          (2.5) 

(д) Если ്ߣ 0, то пара ߮ሺݔ, ,ሻߣ ߮ሺݔ, െߣሻ образует базис решений уравнения Штурма-Лиувилля: 

െݕ"ሺݔሻ ൌ ,ሻݔሺݕଶߣ ݔ ∈ ሺ0,1ሻ,                                                       (2.6) 
где 

߮ሺݔ, ሻߣ ൌ cos ߣ ቀݔ െ
ଵ

ଶ
ቁ ൅ sin ߣ ቀݔ െ

ଵ

ଶ
ቁ,                                       (2.7) 

есть решение уравнения (2.1). Вронскиан этой пары вычисляется по формуле 

ܹሾ߮ሺݔ, ,ሻߣ ߮ሺݔ, െߣሻሿ ൌ െ2(2.8)                                                   ;ߣ 

(е) Если ߰ሺݔ, ሻߣ ൌ ߮ሺݔ, െߣሻ, то пара 

,ݔଵሺݖ ሻߣ ൌ ߮ሺݔ, ሻߣ െ ߰ሺݔ, ,ሻߣ ,ݔଶሺݖ ሻߣ ൌ ߮ሺݔ, ሻߣ ൅ ߰ሺݔ,  ሻ                           (2.9)ߣ

образует базис в пространстве решений уравнения Штурма-Лиувилля (2.6), причем 

ଵሺ1ݖ െ ,ݔ ሻߣ ൌ െݖଵሺݔ, ;ሻߣ ଵሺ0ሻݖ	 ൌ െݖଵሺ1ሻ, ଵሺ0ሻ′ݖ	 ൌ  ;ଵሺ1ሻ′ݖ

ଶሺ1ݖ െ ,ݔ ሻߣ ൌ ,ݔଶሺݖ ଶሺ0ሻݖ	;ሻߣ ൌ ,ଶሺ1ሻݖ ଶሺ0ሻ′ݖ	 ൌ െݖ′ଶሺ1ሻ.                           (2.10) 

Эта лемма играет ключевую роль во всех наших дальнейших исследованиях, одним из след-
ствий этой леммы является следующая  
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Лемма 2.2. Если оператор Штурма-Лиувилля 

ݕܮ ൌ െݕ"ሺݔሻ ൌ  ሻ,                                                      (2.11)ݔሺݕଶߣ

ቊ
ܽଵଵݕሺ0ሻ ൅ ܽଵଶݕ′ሺ0ሻ ൅ ܽଵଷݕሺ1ሻ ൅ ܽଵସݕ′ሺ1ሻ ൌ 0,
ܽଶଵݕሺ0ሻ ൅ ܽଶଶݕ′ሺ0ሻ ൅ ܽଶଷݕሺ1ሻ ൅ ܽଶସݕ′ሺ1ሻ ൌ 0.

                                   (2.12)  

имеет хотя бы одного кратного собственного значения, отличного от нуля, т.е. ߣ଴ ് 0, то имеет 
место равенства 

∆ଵଶ െ ∆ଷସൌ 0, ∆ଵସ ൅ ∆ଶଷൌ 0,                                                (2.13) 

где ∆௜௝	- минор составленный из -го и ݆-го столбцов матрицы 

ቀ
ܽଵଵ ܽଵଶ ܽଵଷ ܽଵସ
ܽଶଵ ܽଶଶ ܽଶଷ ܽଶସቁ,                                                    (2.14) 

составленный и коэффициентов граничного условия (2.12). 
С помощью другого базиса получена следующая лемма 2.3, которые уточняют предыдущую 

лемму 2.2.  
Лемма 2.3. Если оператор Штурма-Лиувилля (2.11)-(2.12) имеет хотя бы одно кратное соб-

ственное значение ߣ଴
ଶ, отличное от нуля, то имеет место равенства  

1) ∆ଵଶ െ ∆ଷସൌ 0;  
2) ∆ଵସ ൅ ∆ଶଷൌ 0;                                                                (2.15) 
଴ߣ (3

ଶ ∙ ∆ସଶ ൅ ∆ଵଷൌ 0.  

Предположим, что оператор Штурма-Лиувилля имеет не менее двух кратных собственных 
значений, отличных от нуля, тогда из равенств 

଴ߣ
ଶ ∙ ∆ସଶ ൅ ∆ଵଷൌ ଵߣ ,0

ଶ ∙ ∆ସଶ ൅ ∆ଵଷൌ 0 

выводим, что ሺߣ଴
ଶ െ ଵߣ

ଶሻ∆ସଶൌ 0,⇒ ∆ସଶൌ 0, ∆ଵଷൌ 0. 
Таким образом, имеет место следующая лемма 2.4. 
Лемма 2.4. Если оператор Штурма-Лиувилля имеет не менее двух кратных собственных 

значений, отличных от нуля, то имеет место равенства 

1) ∆ଵଶ െ ∆ଷସൌ 0;  
2) ∆ଵସ ൅ ∆ଶଷൌ 0;                                                                (2.16) 
3) ∆ସଶൌ ∆ଵଷൌ 0.                  

Определение 2.1. Оператор Штурма-Лиувилля (2.11)-(2.12) называется вырожденным, если ее 
спектр пуст или вся комплексная ߣ- плоскость. 

Лемма 2.5 [3]. Оператор Штурма-Лиувилля (2.11)-(2.12) вырожден тогда и только тогда, когда 

|∆ସଶ| ൅ |∆ଵସ ൅ ∆ଷଶ| ൅ |∆ଵଷ| ൌ 0.                                                 (2.17) 

3. Результаты исследований 
Теорема 3.1. Если оператор Штурма-Лиувилля 

ݕܮ ൌ െݕ"ሺݔሻ ൌ ݔ ,ሻݔሺݕଶߣ ∈ ሺ0,1ሻ, 

ቊ
ܽଵଵݕሺ0ሻ ൅ ܽଵଶݕ′ሺ0ሻ ൅ ܽଵଷݕሺ1ሻ ൅ ܽଵସݕ′ሺ1ሻ ൌ 0,
ܽଶଵݕሺ0ሻ ൅ ܽଶଶݕ′ሺ0ሻ ൅ ܽଶଷݕሺ1ሻ ൅ ܽଶସݕ′ሺ1ሻ ൌ 0

 

с линейно независимыми краевыми условиями, имеет не менее двух, отличных от нуля, кратных 
собственных значений, то граничное условие такого оператора имеет вид 

ሺ0ሻݕ ൌ ,ሺ1ሻݕ݇ ሺ0ሻ′ݕ ൌ  ሺ1ሻ,                                                     (2.18)′ݕ݇

где ݇² ൌ 1. 
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Доказательство. По нашему предположению оператор Штурма-Лиувилля имеет не менее 
двух кратных собственных значений. Известно, что спектр вырожденного оператора либо пуст, 
либо вся комплексная ߣ плоскость, причем все они являются однократными собственными 
значениями. Таким образом, 

|∆ଵସ ൅ ∆ଷଶ| ് 0.                                                              (2.19) 

Следовательно, ни один из ∆ଵସ, ∆ଷଶ не обращается в нуль. 
Выводим граничного условия, удовлетворяющего всем этим требованиям. Из условия ∆ଵସ് 0 

следует, что 

ቊ
ܽଵଵݕሺ0ሻ ൅ ܽଵଶݕ′ሺ0ሻ ൅ ܽଵଷݕሺ1ሻ ൅ ܽଵସݕ′ሺ1ሻ ൌ 0,
ܽଶଵݕሺ0ሻ ൅ ܽଶଶݕ′ሺ0ሻ ൅ ܽଶଷݕሺ1ሻ ൅ ܽଶସݕ′ሺ1ሻ ൌ 0;

 

ቊ
ܽଵଵݕሺ0ሻ ൅ ܽଵସݕ′ሺ1ሻ ൌ െܽଵଶy′ሺ0ሻ െ ܽଵଷݕሺ1ሻ,
ܽଶଵݕሺ0ሻ ൅ ܽଶସݕ′ሺ1ሻ ൌ െܽଶଶݕ′ሺ0ሻ െ ܽଶଷݕሺ1ሻ.

 

Решим эту систему уравнений относительно ݕሺ0ሻ, ݕ′ሺ1ሻ, методом Крамера. 

∆ଵൌ ቤ
െܽଵଶݕ′ሺ0ሻ െ ܽଵଷݕሺ1ሻ, ܽଵସ
െܽଶଶݕ′ሺ0ሻ െ ܽଶଷݕሺ1ሻ, ܽଶସ

ቤ ൌ ∆ସଶݕ′ሺ0ሻ ൅  ;ሺ1ሻ∆ସଷݕ

∆ଶൌ ቤ
ܽଵଵ, െܽଵଶݕ′ሺ0ሻ െ ܽଵଷݕሺ1ሻ
ܽଶଵ, െܽଶଶݕ′ሺ0ሻ െ ܽଶଷݕሺ1ሻ

ቤ ൌ ∆ଶଵݕ′
ሺ଴ሻ ൅  .ሺ1ሻ∆ଷଵݕ

Следовательно, имеет место равенства 

ሺ0ሻݕ ൌ
∆ସଶ
∆ଵସ

ሺ0ሻ′ݕ ൅
∆ସଷ
∆ଵସ

 ,ሺ1ሻݕ

ሺ1ሻ′ݕ ൌ
∆ଶଵ
∆ଵସ

ሺ0ሻ′ݕ ൅
∆ଷଵ
∆ଵସ

 .ሺ1ሻݕ

В нашей ситуации ∆ସଶൌ ∆ଵଷൌ 0, поэтому 

ሺ0ሻݕ ൌ
∆ସଷ
∆ଵସ

,ሺ1ሻݕ ሺ1ሻ′ݕ ൌ
∆ଶଵ
∆ଵସ

 .ሺ0ሻ′ݕ

В силу пункта 1) леммы 2.3 имеет место равенство ∆ଵଶൌ ∆ଷସ, поэтому  

∆ସଷ
∆ଵସ

ൌ
∆ଶଵ
∆ଵସ

ൌ ݇. 

Следовательно, граничное условие примет вид 

ሺ0ሻݕ ൌ ,ሺ1ሻݕ݇ ሺ1ሻ′ݕ ൌ  ሺ0ሻ,                                                   (2.20)′ݕ݇

Аналогично из условия ∆ଶଷ് 0 выводим, что 

ሺ0ሻ′ݕ ൌ ,ሺ1ሻ′ݕ݇ ሺ1ሻݕ ൌ  ሺ0ሻ.                                                   (2.21)ݕ݇

Сравнивая формул (2.20) и (2.21), получим  

ሺ0ሻݕ ൌ ሺ1ሻݕ݇ ൌ ݇²ሺ0ሻ, ሺ1ሻ′ݕ ൌ ሺ0ሻ′ݕ݇ ൌ  .ሺ1ሻ′ݕ²݇

Если ݇ ൌ 0, то ݕሺ0ሻ ൌ ሺ0ሻ′ݕ ൌ 0, тогда по теореме единственности решения задачи Коши, 
получим ݕ ≡ 0, поскольку речь идет о нетривиальных решениях, то ݇ ് 0 и ݇² ൌ 1.  

4. Выводы. Результаты данной работы могут быть использованы в спектральной теории 
операторов [2-15]. 
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