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Abstract. With the emergence of a new direction in functional analysis - "embedding theorems of the func-

tional spaces" - it turned out that study of the many qualitative properties of differential and integral operators is 
equivalent to the determination of appropriate embedding theorems with certain properties. Particularly, this 
approach gives productive results in establishing the properties of singular operators and embedding theorems of 
weighted spaces. In this article are discussed embedding of weighted spaces, embedding of functions with absolute-
ly - continuous derivatives of a certain order in the Lebesgue space or score weighted inequality of Hardy. Obtained 
the necessary and sufficient conditions for the weighted inequality of Hardy or investments mentioned spaces. 
Founded matching two-sided estimates in order. Criterion for compactness of the embedding operator was given. It 
uses the method of localization based on a detailed study of the objects in the "characteristic" range, introduced in 
addictive behavior factors. One productive approach in studies of this kind belongs to M. Otelbaev which we use 
too.At the same time the results of this work are the results of the Oynarova’saddition.  
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О ВЕСОВЫХ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ НЕРАВЕНСТВАХ 
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Ключевые слова: весовые, неравенства, вложение, компактность, пространства. 
Аннотация. С возникновением нового направления в функциональном анализе - «теоремы вложения 

функциональных пространств» - выяснилось, что изучение многих качественных свойств дифференциаль-
ных и интегральных операторов эквивалентно установлению соответствующих теорем вложения с теми или 
иными свойствами. Особенно, такой подход дает плодотворные результаты в установлении свойств син-
гулярных операторов и теорем вложений весовых пространств. В данной статье рассматривается вложение 
весовых пространств, вложение пространства функций, имеющих абсолютно-непрерывные производные 
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определенного порядка в Лебеговое пространство или оценка весового неравенства типа Харди. Получены 
необходимые и достаточные условия выполнения весового неравенства типа Харди или вложения упомя-
нутых пространств. Найдены двухсторонние оценки совпадающие по порядку. Дан критерий компактности 
оператора вложения. При этом используется метод локализации основанный на детальном изучении иссле-
дуемых объектов на “характеристическом” интервале, внедренный в зависимости поведений коэффициен-
тов. Один из плодотворных подходов в исследованиях такого рода принадлежит М. Отелбаеву [18] которым 
пользуемся и мы. При этом результаты данной работы представляют собой дополнение результатов работы 
Р. Ойнарова [20]. 

 
В теории сингулярных интегро-дифференциальных операторов центральное место занимает 

вопросы, связанные с изучением свойств операторов в зависимости от поведения коэффициентов 
соответствующего интегро-дифференциального выражения. В этом направлении получены 
фундаментальные результаты в работах С.М. Никольского, Л.Д. Кудрявцева, А. Куфнер, П.И. Ли-
зоркина, В.Г. Мазья, Ж.Л. Лионса, Э. Мадженеса, М.Ш. Бирмана, М. Отелбаева, С.Н. Похожаева, 
В.И. Буренкова, К. Бойматова, В.Д. Степанова,Р. Ойнарова и других [3–16, 21].  

Пусть  ,  , r - заданные весовые функции, определенные на интервале J = (a,b), 

a b   , удовлетворяют на этом интервале следующим требованиям: 

       
       

1
10 , ,

0 , 0

loc loc

loc loc

x L J x L J

x C J r x C J

 




  

   
                                               (1) 

При этом будем считать, что  1 x  не суммируема хотя бы в одном конце интервала J . И 

пусть это будет окрестность точки x a . 
Введем в рассмотрение следующие величины, харектеризующие локальное поведение 

весовых функций: 

       1 1, sup 0 : , ,
x yx

x d x

x y d d d x d x y J      


 



        
  

  , 

 
 

     
 

1

, ,

sup 0 : sup 1, ,
x d

x x d t x d x x d

d x d t d x x d J
 

   


 

    

       
  

 , 

    ,d x x d x  . 

Обозначим 

             , , , , , ,x x d x x d x x x x x d x x x x x d x                                 

Будем считать, что для некоторого  ,c a b  выполнено  

       1 1lim , lim
c t

t a t b
t c

t d t d        

 

   
     

   
                                  (2) 

Лемма 1. Имеет место неравенство [1]: 

 

 

 
 

 

   1 12
y d y x d x

y d y x d x

d d y x     
 

 

 
 

 

       (3)  
 

 
 

1 12
y x

d d     
 

 

 

   

Рассмотрим условия выполнения неравенства 

 rf c f f 
  

                                                       (4) 

Введем функцию      
 

   
 

1 1sup sup .

x d xz

x z x x z x zx d x

x r z d r z d     

  

 
  



 

   

     
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Теорема 1 [2]. Пространство W  вложено в ,rL  тогда и только тогда или неравенство (4) 

выполнено тогда и только тогда, когда 

 sup
x J

x


                                                                      (5) 

При этом для нормы оператора вложения ,: rE W L    справедлива оценка: 
1c E c                                                                          (6) 

Пусть   1 0,nAC R R



 

    
 

 - совокупность функций, имеющих абсолютно непрерывные 

производные  1n  - го порядка и обращающихся в нуль некоторой окрестности бесконечно 

удаленной точки, своей для каждой функции.  

Обозначим через nH  пополнение пространства 1nAC R





 
 
 

 по норме 

   1
n

n n

H
f f f 





 
  . 

Здесь  , 0, 0C N N     . Продолжим функции ,   четным образом на всю ось и будем 

предполагать выполнение условия (2). Положим 

   
 

1

1
*

x

x d   








 
 
 
 
  

Лемма 2. Имеет место неравенство 

  1
* n

n n

H
f K f f AC R









     
 

,                                             (7) 

где постоянная 0K   не зависит от ,   и f . 

Доказательство. Положим  nf  . Тогда (7) имеет вид  

 * , , ,R R R
K   

    
                                                    (8) 

Продолжим функцию   четным образом на всю ось. Тогда (8) эквивалентно неравенству 

 * ,R W R
K  


                                                              (9) 

По теореме 1 (9) выполнено, если  

 sup
x R

x

   ,  

где 

     
 

   
 

1 1
* *sup sup

x d xz

x z x x z x zx d x

x z d z d       

  

 
  



 

   

     

Имеем 

   
 

   
 

   

         

1 1 1
* * *

1 1

* * * * .

z x z

xx d x x d x

z d z d z d

z x z z

           

   



     

  

 

 

  

 

  
 

Так как    x z z x     , то по лемме 1      * *2z x z x      .  
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Поэтому    
 

1
* 3

z

x d x

z d   
  





  при  z x . 

Аналогично    
 

1
* 3

x d x

z

z d   

  

   при  z x . 

Следовательно  sup 6
x R

x

  . 

Лемма доказана. 
Положим 

       1 1n

n

z

x r x s s ds


     

Теорема 2. Вложение пространств ,
n

rH L   имеет место тогда и только тогда, когда 

 
0

supn n
x

x


                                                                  (10) 

Для нормы оператора вложения ,: n
rE H L   имеет оценка  

1
n nC E C      

где постоянная 0C   не зависит от , ,r   . 

Доказательство. Достаточность. Пусть выполнено (10). Положим        *
nt t f t  . 

Тогда  

         
 

1 1 1
,

1 !

n
n

t

f t s t s s ds
n

   


  
  

 . 

Рассмотрим интегральный оператор 

       1 1n

t

r t s t s s ds   


     

из  L R   в  L R  . Как известно [ 17, гл.2, теор. 4] 

nB


   

В силу (45) оператор   ограничен в L , что равносильно выполнению неравенства  

  1
*

n n
nrf f f AC R 




 

      
 

 

Теперь, применяя лемму 2 убедимся, что имеет место вложение ,
n

rH L   и nE K  . 

Необходимость. Пусть оператор вложения ,: n
rE H L   непрерывен. Тогда  

n
n

H
rf E f f H




 �                                                       (11) 

Пусть z R  произвольная фиксированная точка. 

Пусть  i
i

R U z





  , причем 0z z  и  1i i iz z d z

   . В силу леммы 1 

 
 

 
 1

1 12
i iz z

d d     
 



 

 

                                                     (12) 

Введем функции 
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   

 

 

 

1

2

1
1

1
, 2

1 2

при

при

0 при t , ,

i

i

t

i i i

z

z

i i z i i

t

i i

d z t z

f t f t d z t z

z z

   

  











 


 



   

 




  

где    
2

1

1

1 1
i i

i i

z z

i

z z

d d      






 
 

   
 
  . 

Для любого целого 0m   и z R  положим  

       1

,
0

m
n

m z m i
i t

t t s t f s ds 






   . 

Тогда имеем  

   

       

       

   

2 2

1 1

2 2

1

1 2

1 11 1
1

1 11 1
1 1

1 1
2

2

,

,

,

0,

i i i

i i i

i i i

i i

i i

z z zS
n n

i i

z z z S

z z zS
n n

n i i i
i t z z S

t
z z

n

i i

t S

i

s t d ds s t d ds t z

s t d ds s t d ds z t z
s t f s ds

s t d ds z t z

t z

      

      

  

 

 

 



 

  


  
 

 





   



       

   

 

   

   

 

 

Пусть  0,t  . Тогда существует  
0i

z  такой, что 
0 0 1,i it z z   , 

               
0 0 01 1

0
i i i i

i

t f t t f t t f t t f t   


 


      , 

               
0 0 01 1

0
i i i i

i

t f t t f t t f t t f t   


 


    

Вычисления показывают            
0 0 01 1 11, 1, 6i i i it f t t f t t f t            

Последнее неравенство получено на основании (12). Итак  

   
0

8i
i

t f t


 

  . 

Таким же образом получаем 

 
1

0
0 1

max 10
m

i i k
i

i

t f f


    
 

   . 

Тогда  

 , 18 1 !nz m H
n


                                                               (13) 

При it z справедливо неравенство 
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           

       

2 2 1 2

1 1

1 1 11 1

1 11 1
*

i i i i

i i

i i

i i

z z z z
n n n

i

t z S z S

z zS
n n

z S z

s t f s ds s t d ds s t d ds

s t d s t s ds

     

   

   


 


   

  

     

   

    

  
 

Пусть 0t z z  . Тогда 0it z i    , поэтому 

         

   

1

1

1 1 1
, , *

0 0

1 1
*

i

i

m

z
n n

z m i z
i it z

z
n

t

t s t f s ds s z s ds

s t s ds

 







 
  

 

 

    

 

  


                          (14) 

Из (11), (13), (14) имеем 

             

 

1
1 1

*
0

sup

18 1 ! .

m

n

z
n

t t
xt

t H

r t s t s ds r t x r x x

E n E

  







 


   

  


 

Откуда в силу произвольности t z R   и 0m   

 18 1 !n n E      

Теорема 2 доказана. 
Следствие 1. Неравенство 

  1,n

k n

H
r C AC R  








    
 



 

выполнено тогда и только тогда, когда 

     1 1
*

0
sup

n k

x x

r x s x s ds


  


    

Следствие 2. Если  1 1
*

0

ns s ds


    , то  

   lim 0, 0,1,..., 1n

x
f H f x n  

     . 

Следствие 2 вытекает из следствия 1 и неравенства

      
1

1 1 1 1
* * *

0 0 1

k ns s ds s ds s s ds  
 

        

Теорема 3. Вложение    n
rH R C R    компактно тогда и только тогда, когда 

 lim 0n
x

x

   

Доказательство. Необходимость. Пусть вложение    n
rH R C R    компактно.  

Тогда n   . Рассмотрим семейство функций   , , 0,z m m z R    � . Из дока-

зательства теоремы 2 следует, что z R   , 18 1 !nz m H
n


  . Следовательно множество 

 , , 0,z mr r m z R     предкомпактно в  C R . На основании теоремы о компактности 
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ограниченного множества в  C R , для 0   существует конечноечисл  n n   и точек 

 n

i R   такие, что  1 1 1
1

, , 0,
n

i i n
i

R U      
    , 

 
       

1, ,
sup sup 1,

i ir x y
r x x r y y i n

  
  

  
                                      (15) 

Пусть    0, ,k n
k

R U z z z 





     . 

Положим 2 ,mx z y z  . Тогда    , 0z mr x x   так как    1

, 0
n

i z

x

s x f s ds


  при

2 2 , 0,1,...,m iz x z i m     

Из (14), (15) имеем 

             

     
1

1

, , ,

1 1
* .

m

n

y m y m i y

y

z
n

y

r x x r y y r y s y f s ds

r y s y s ds

  







 

    

 




 

Откуда в силу произвольности 0m   

     1 1
*

n

y

r y s y s ds 


    при  ny    

т.е.  lim 0n
y

y


  . Необходимость доказана.  

Достаточность. Пусть выполнено условие  lim 0n
x

y

  . 

Тогда для 0   существует  N N  такое, что для всех  nx N x    . Из – за непре-

рывности составляющих,  n x непрерывна на отрезке  0, N  и поэтому ограничена на нем 

 
 

0,

sup n
x N

x C


  . 

Следовательно   


xn
Rx

sup  . Тогда по теореме 2 имеет место непрерывное вложение 

r
n CH  . 

Пусть S  - единичный шар в nH . Тогда применяя теорему 2 на интервале  ,N  получаем  

 
         

 
 

, ,
, ,

, ,

sup sup 2sup

sup n

N
S x y N S

n H
x y N

r x x r y y r

C x C

 
  

 


 
   

 

  

  
                            (16) 

Из равномерной непрерывности функции  r на 0, N  для 0   существует   11   и 

     yrxr  при  Nyxyx ,0,,1   . 

Из условия (10)  


 
0

1
*

1 dssS n  . Поэтому на основании следствия 2 теоремы 2 nH  

   lim 0, 0,1,2,..., 1k

S
s k n


   . 

Далее для  , , 0,S x y N   
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                 1 11

1 !

n nn n

y x

x y s y s ds s x s ds
n

   
 

      
    

               

                 

1 1 1

1
1 11

1

1

1 !
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Из условия (10) следует, что 
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Поэтому 
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Выберем 10    так, чтобы при  yx  выполнялось неравенство    yx, . Тогда 
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Из теоремы 2 следует 
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Поэтому из (16), (17) на основании теоремы о предкомпактности ограниченного множества в

 RС  следует, что S предкомпактно в rC . Теорема доказана. 
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ЖҮКТЕЛГЕНФУНКЦИОНАЛДЫҚ ТЕҢСІЗДІКТЕР ТУРАЛЫ  
 

Ш. Білəл, А. Б. Даржанова  
 

ҚР БҒМ Математика жəне математикалық үлгілеу институты, Алматы, Қазақстан 
 

Тірек сөздер: жүктелген теңсіздіктер, ену, жинақылық, кеңістіктер. 
Аннотация. Функционалдық талдауда “функционалдық кеңістіктердің ену теоремалары” атты жаңа 

бағыттың пайда болуымен дефференциалдық жəне интегралдық операторлардың көптеген сапалық қасиет-
терің зерттеу – сəйкес əр түрлі қасиеттерге ие ену теоремаларын орнықтырумен пара – пар келетіндігі анық-
талды. Ерекше, мұндай тəсіл сингуляр операторлармен жүктелген кеңістіктердің ену теоремалары қасиет-
терін орнықтыруда жемісті нəтижелер береді. Бұл мақалада жүктелген кеңістіктердің енуі, белгілі ретті 
абсолют – үзіліссіз туындылары бар функциялар кеңістігінің Лебег кеңістігіне енуі немесе Харди типтес 
жүктелген теңсіздіктерді бағалау қарастырылған. Харди типтес теңсіздіктің орындалу немесе аталған 
кеңістіктердің енуінінің қажетті жəне жеткілікті шарттары алынды. Реті бойынша теңескен екіжақты бағалар 
да алынды. Ену операторы жинақылығыныың критериі берілді. Бұл жерде коэффициентерінің əрекеттеріне 
байланысты еңгізілген зерттеу нысандарын “сипаттамалық” аралықта түбегейлі зерттеуге негізделген төңі-
ректеу əдісі қолданылады. Мұндай тектес зерттеулердің жемісті əдістерінің бірі М. Отелбаевқа тиесілі. Біз де 
соны пайданаланамыз. Сонымен қатар бұл жұмыстың нəтижелері Р. Ойнаров жұмысы нəтижелерін толық-
тыра түседі. 
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