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Abstract. Algebra with identity  is called a right-commutative. In [2] the basis of the 
free right-commutative algebra constructed by rooted trees. Studies varieties of free algebras lead to the study of 
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multi-linear part of free algebra as module. Research on the modules is a representation of the 
permutation group . Maschke's theorem says, that any finite  module decomposes into irreducible 
submodules, where  is finite-dimensional vector space,  is any finite group.  is group algebra of  and 

module. Irreducible submodules in  module are called Specht modules. The dimension of the Specht 
module for partition  in  module is equal to the number of standard Young tableaux for the partition 

. Multiplicity of the Specht module for partition  in  module is equal to the number of standard 

Young tableaux for the partition . In this paper consider the multi-linear part  of free right-

commutative algebra  as module. Fully describe the representations of  on some rooted trees, that is 
decomposing into Specht modules. 

 
 

ЕРКІН ОҢ‐КОММУТАТИВТІ АЛГЕБРАНЫҢ  
КЕЙБІР ТҮБІРЛІ АҒАШТАРЫНДАҒЫ  

Sn ТОБЫНЫҢ КӨРСЕТІЛІМДЕРІ 
 

Б. К. Жахаев  
 

Сулейман Демирел атындағы университет, Қаскелең, Қазақстан  
 

Тірек сөздер: еркін алгебра, мульти‐сызықты бөлік, тепе‐теңдік, келтірілмейтін модуль, базис, түбірлі 
ағаш, Юнг симметризаторы, автоморфизмдер тобы, циклдік индекс, алмастыру модулі.  

Аннотация. Алгебра  тепе‐теңдігін қанағаттандырса оң‐коммутативті деп ата-
лады. Еркін оң-коммутативті алгебраның базисы [2] жұмыста түбірілі ағаштар арқылы көрсетілген. Еркін 
алгебралардың көпбейнелерін зерттеу берілген еркін алгебраның мульти-сызықты бөлігін модульге 
жіктелуіне алып келеді. Ал модульді зерттеу бұл  алмастыру тобының көрсетілімін зерттеу есебіне 
пара пар. модульге қатысты Машке теоремасы былай дейді, кез келген ақырлы өлшемді  модуль 
келтірілмейтін немесе жіктелмейтін ішкімодульдерге жіктеледі, мұндағы  ақырлы векторлық кеңістік, 

 кез келген ақырлы топ.   тобының топтық алгебрасы жəне модуль.  модулінің 
келтірілмейтін ішкімодульдерін Шпехт модуль деп атайды.  модулінде  бөліктеуіне 
сəйкес келетін Шпехт модулінің өлшемі  бөліктеуіне сəйкес келетін стандартты Юнг таблицаларына тең. 

 модулінде  бөліктеуіне сəйкес келетін Шпехт модулінің еселігі  бөліктеуіне сəйкес келетін 
стандартты Юнг таблицаларына тең. Бұл мақалада  еркін оң-коммутативті алгебраның мульти-

сызықты  бөлігі модуль ретінде қарастырылады. Кейбір түбірлі ағаштардың модульге 
жіктелуі толық сипатталады. Басқаша айтқанда Шпехт модульдерге жіктелуі толық сипатталады.  

 
1. Кіріспе. Еркін алгебралардың көпбейнелілігін зерттеу заманауи алгебраның маңызды есебі. 

Еркін алгебралардың келтірілмейтін тепе-теңдіктері мен келтірілмейтін модульдерін табу бір есеп 
болып саналады. 

Ғылымда кейбір еркін алгебралардың модульге жіктелуі белгілі. Мысалы, айталық , 
 жəне  еркін ассоциативті, еркін Цинбиел жəне еркін Лейбниц алгебраларының 

мульти‐сызықты бөлігі болсын, онда ,  жəне  мульти‐сызықты бөліктері ‐ге 
изоморфты. 

Егер  еркін Ли алгебрасының мульти-сызықты бөлігі болса, онда келтірілмейтін 
модульдердің еселіктері [7] жұмыста толығымен есептелінген. 

Еркін бикоммутативті жəне еркін Новиков алгебраларының мульти-сызықты бөліктерінің 
,  модульдік құрылымдары [3], [4] жұмыстарда толығымен қарастырылған. 

Еркін анти‐коммутативті алгебраның  мульти‐сызықты бөлігінің модульдік 
құрылымдары  үшін [1] жұмыста зерттелген. 

Осы жұмыста  еркін оң-коммутативті алгебраның  мульти‐сызықты бөлігі 
‐модуль ретінде қарастырылады. Қарастырылатын алгебра векторлық кеңістік ретінде 
характеристикасы 0‐ге тең өріс үстінде зерттеледі.  алмастыру тобының              
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кеңістігіне əсері табиғи түрде анықталған. Мысалы, егер  жəне 
 болса, онда 

  
2. Базис ережесі. 
Анықтама 2.1:  алгебрасы оң-коммутативті деп аталады, егер кез келген  

үшін 
  

тепе‐теңдігі орындалса.  
Боялған түбірлі ағаштардың анықтамасы  жумыста келтірілген. Алайда  жумыста 

келтірілген анықтаманы екіге бөліп қарастырайық. Алдымен боялмаған түбірлі ағаштардың, сосын 
боялған түбірлі ағаштардың анықтамаларын келтірейік. 

Анықтама 2.2: Егер  жиыны үшін төмендегі шарттар орындалса: 
   жəне , мұндағы – түп жəне ‐жай ғана формалды символ, 

 ,  

онда  түбірлі ағаштардың рекурсивті жиыны деп аталады. 
Мысалы 2.1: Айталық     , жəне 

  
болса, онда 

  
Анықтама 2.3: Егер  жиыны үшін төмендегі шарттар орындалса: 

 , 
 , егер     тізбегі  тізбегінің 

алмастыруы болса, 
 , егер кез келген  үшін ,  

онда  түбірлі ағаштардың жиыны деп аталады. 
Мысалы 2.2:  

  
Енді əрбір эквивалент кластан өкіл таңдайық жəне өкілдер арасына рет анықтайық. Барлық 

түбірлі ағаштар түптен жапыраққа қарай бағытталған, сондықтан ағаштың əрбір төбесінде төбеге 
кіретін жəне төбеден шығатын бұтақтары болады. Енді ағаштың əрбір төбесін сол төбеден 
шығатын бұтақтар санымен белгілеп шығайық. 

Мысалы 2.3: 

  
Енді ағашты саяхаттау ұғымын енгізейік, анығырақ айтсақ preorder . 
Мысалы 2.4: Айталық 

  
болсын, онда .  

Енді  жиынында рет  енгізейік, . 
Анықтама 2.4: Айталық  болсын, онда  деп аталады, егер  немесе 

 жəне . 
Мысалы 2.5: Жоғарыда келтірілген мысалдағы ағашты қарастырайық. 
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Айталық, 

  

болсын, онда 

 

 

Содықтан . 
Демек  

 
Мұндағы минимал ағаш осы эквивалентті кластың өкілі болады жəне  төбеден тұратын 

барлық минимал түбірлі ағаштардың жиынын  арқылы белгілейік. Онда біздер  жиынын  
жиындарының бірігуі ретінде жазуға болады 

  

Анықтама 2.5: Берілген  түбірлі ағашы  ағашының симме-
триялық бөлігі деп аталады, егер келесі шарттар орындалса: 

, , 
 

жəне  ағашы қысқаша  арқылы белгіленеді. 
Мысалы 2.6: Айталық, 

  
болсын, онда  ағашының симметриялық бөліктері 

  
Айталық  əріптер жиыны болсын (немесе əліпби ) жəне  

 əріптен тұратын жəне реттелген жиын болсын, яғни . Енді  ағашының 
төбелерін  жиынының элементтерімен бояп шығайық жəне пайда болған жиынды  
арқылы белгілейік. 

Базис ережесі немесе RCom ағаштарын толтыру ережесі: 
Айталық      ағашының кез келген симметриялық бөлігі болсын, 

онда 
 , мұндағы  ‐дің түбі, , 
 қалған жағдайларда рет жоқ,  

мұндағы , 
Мысалы 2.7: Айталық  жəне  болсын, онда 

 . 

3. Əсер ету теоремасы. 
Теорема 3.1: Кез келген  жəне  үшін  
  

теңдігі орындалатындай ‐толтыруы табылады жəне .  
Дəлəлдеуі: Кез келген  элементін 

арқылы қарастыру жеткілікті. Енді  элементінің симметриялық жəне симметриялық емес 
бөліктерін бөліп алайық 
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 алмастыру тобы элементінің түбірлі ағашқа əсер етуінің үш жолын қарастырсақ жеткілікті: 
1‐жол:  алмастыруы nsp  симметриялы емес бөлігіне əсер етеді 
2‐жол:  алмастыруы sp  симметриялық бөлігіне əсер етеді 
3‐жол:  алмастыруы nsp  симметриялық емес жəне sp  симметриялық бөліктеріне əсер 

етеді. 
1‐жол: Базис ережесі бойынша , яғни симметриялық емес бөліктегі бояулардың 

орын алмастыруы базис ережесіне қайшы келмейді. 
2‐жол: Ыңғайлылық үшін  элементінің симметриялық бөлігін алу жəне кез келген  

алмастыруын  транспозиция ретінде қарау дəлелдеуге жеткілікті, сондықтан 
  
Анықтылық үшін  деп алайық, онда 
  

яғни  жəне . 
3‐жол: 1 жəне 2‐жолдар арқылы дəлелденеді. 
4. Негізгі нəтижелер. Берілген  түбірлі ағашының  жəне  жапырақтары егіз деп аталады, 

егер олардың əкелері ортақ болса. Берілген ағаштың  төбесінің  ішкі ағаштары егіз деп 
аталады, егер . Берілген  егіздері еселігі ‐ға тең қарапайым егіздер деп 
аталады, егер төбе. 

Анықтама 4.1: Егер  түбірлі ағашының əрбір төбесінің барлық ішкі ағаштары əртүрлі 
болса, онда  ағашы ‐асимметриялы деп аталады. Егер  түбірлі ағашының əрбір төбесінің 
барлық қарапайым емес ішкі ағаштары əртүрлі болса, онда  ағашы ‐асимметриялы деп аталады. 
Егер  түбірлі ағашының əрбір төбесінің барлық егіздерінің ұзындығы жұп болса, онда  
ағашы супер деп аталады жəне мұндай ағаштар жиыны  деп белгіленеді. 

Төмендегі алгоритм бойынша  түбірлі ағашының əрбір төбесін  
бояуларымен бояп шығайық: 

 Егер əкесі ортақ екі төбе жапырақ болса, онда олар бір түспен боялады, 
 Егер екі төбе бір түс болса, онда олар жапырақтар жəне əкелері ортақ. 
Сондықтан əрбір  ‐асимметриялы ағашқа оның бояуын сəйкес қоюға болады 

  

мұндағы   ағашындағы  бояуларының еселегі. 
Анықтама 4.2: Берілген  ‐асимметриялы ағашының салмағы төмендегідей анықталады 

  

мұндағы   бояуының еселегі. 
Мысалы 4.1: Кез келген  ‐асимметриялы ағаштың салмағы төмендегі өрнекке тең 

  

Мысалы 4.2: Айталық  жəне 

  

Сондықтан  
Теорема 4.1: Кез келген  үшін  мульти‐сызықты бөлігінің тривиал модульдер саны 

түбірлі ағаштар санына  тең. 
Дəлелдеуі: Айталық  кеңістігі  түбірлі ағашымен туындатылған векторлық кеңістік 

болсын. Диаграммасы  болатын  стандартты Юнг таблицасын алайық жəне  Юнг 
симметризаторы болсын, толығырақ [5] жұмыстан көруге болады. Қандай да бір  
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элементін тіркейік. Мұнда  кеңістігінің барлық элементерін  элементіне кейбір  ал-

мастыруларымен əсер ету арқылы алуға болады, . Сондықтан , мұндағы 

 диаграммасы  сəйкес келетін Шпехт модулі, толығырақ [8] жұмыстан көруге болады. 
Теорема 4.2: Кез келген  үшін  мульти‐сызықты бөлігінің таңбасы айнымалы 

модульдер саны супер түбірлі ағаштар санына  тең. 
Дəлелдеуі: Айталық  кеңістігі  түбірлі ағашымен туындатылған векторлық кеңістік 

болсын. Диаграммасы  болатын  стандартты Юнг таблицасын алайық жəне  Юнг 
симметризаторы болсын. Қандай да бір  элементін тіркейік. Мұнда  кеңістігінің 
барлық элементері  элементіне кейбір  алмастыруларымен əсер ету арқылы алынады, 

яғни . Демек  екені айқын, сондықтан  немесе 

. Анықтылық үшін  элементінің арнайы бір симметриялық бөлігін 
 қрастырайық , мұндағы  жəне  өкіл, . Енді,  элементінің əрбір 

төбесін  жиыны элементтерімен солдан оңға жəне төменнен жоғары қарай 
белгілеп шығайық. Пайда болған элементті  арқылы өрнектейік. Мұнда  
элементінің симметриялық тобының туындатушылары төмендегідей анықталады 

  

  

жəне 

  

Енді,  тобы элементтерінің таңбасын  тобындағындай анықтайық жəне  
ішкі ағашының ұзындығы таңбаға əсер ететіні айқын. Егер  тақ болса, онда , ал егер 

 жұп болса, онда . Ал бұл супер түбірлі ағаштан туындатылған векторлық 
кеңістікте таңбасы айнымалы модульдердің саны ‐ге тең екенін көрсетеді. 

Теорема 4.3: Айталық  жəне   төбеден тұратын ‐асимметриялы түбірлі ағаш болсын. 
Егер , онда  

 
мұндағы   бөліктеуіне сəйкес келетін алмастыру модулі.  алмастыру модулі жайлы  
жұмыстан көруге болады. 

Дəлелдеуі: Айталық  жəне 

. Енді  жұмыста көрсетілгендей  элементінің автоморфизмдер тобы 
төмендегідей анықталады 

  

Сонымен  тобының циклдік индексін  жұмыстағыдай есептейік 
 

 

  
 

жəне  бөліктеуінің циклдық индексін төмендегідей есептейік  
 

  
 

Көріп тұрғанымыздай  ағашы мен  бөліктеуінің автоморфизмдер тобы бірдей. Демек 
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Енді теорема шартын ескерсек , яғни  онда 
біздер төмендегі тепе‐теңдікті аламыз. 

  

Ал бұл  изоморфты екенін көрсетеді. 
Мысалы 4.3: Айталық 

  

болсын, онда  жəне   
Салдары 4.1: Егер   төбеден тұратын ‐асимметриялы түбірлі ағаш болса, онда 

  

мұндағы   тобының топтық алгебрасы.  
Дəлелдеуі: Берілген   төбеден тұратын ‐асимметриялы түбірлі ағашының салмағы  

тең, сондықтан Теорема 4.3 бойынша  жəне  жұмыстан белгілі  
Мысалы 4.4: Айталық  жəне 

  

болсын, онда  жəне . 
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ПРЕДСТАВЛЕНИЯ Sn НА НЕКОТОРЫХ КОРНЕВЫХ ДЕРЕВЬЯХ  
В СВОБОДНОЙ ПРАВО‐КОММУТАТИВНОЙ АЛГЕБРЕ 

 
Б. К. Жахаев 

 
Университет им. Сулеймана Демиреля, Каскелен, Казахстан 

 
Ключевые слова: свободная алгебра, мульти‐линейная часть, тождество, неприводимый модуль, базис, 

корневые деревья, Юнг симметризатор, группа автоморфизмов, цикловой индекс, модуль перестановка. 
Аннотация. Алгебра с тождеством  называется право‐коммутативной. В работе 

[2] базис право-коммутативной алгебры построен с помощью корневых деревьев. Исследование многообра-
зий свободных алгебр приводят к исследованию мульти-линейой части свободной алгебры как модуль. 
Исследование на модулей это есть представления группы перестановок . В теореме Машке сказано, 
что любая конечномерная V G-модуль разлагается на неприводимую подмодулей, где V конечномерное 
векторное пространство, G любая конечномерная группа.  есть групповая алгебра группы  и 
модуль. Неприводимые подмодули в  модулья называются модулем Шпехта. Размерность 
модуля Шпехта для разбиение  в  модуле равна количеству стандартных таблиц Юнга для 
разбиение . Кратность модуля Шпехта для разбиение  в  модуле равна количеству 
стандартных таблиц Юнга для разбиение . В этой статье рассматривается мульти-линейная часть 

 свободной право‐коммутативной алгебры  как модуль. Полностью описываются 
представления  на некоторых корневых деревьях. Иными словами описываются разложения на модули 
Шпехта. 

  
Поступила 07.07.2015 г. 
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