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Abstract. Problem definition. Let continuous function on a segment [0,1], i.e. We will consider Cauchy's task 

for the simplest equation of Storm Liouville:  

ݕܮ ൌ ሻݔሺ"ݕ ൌ ݂ሺݔሻ, ݔ ∈ ሺ0,1ሻ                                                            (1.1) 

ሺ0ሻݕ ൌ ሺ0ሻ′ݕ ൌ 0.                                                                      (1.2) 

DEFINITION 1.1. (1.1)-(1.2) twice continuously differentiable function satisfying the equations (1.1) and to 
regional conditions (1.2) is called as the regular solution of a regional task. 

For any continuous function there is the only regular solution of a regional task (1.1)-(1.2) which is set by a 
formula 

ሻݔሺݕ ൌ ׬ ሺݔ െ .ݐሻ݀ݐሻ݂ሺݐ
௫
଴                                                               (1.3) 
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DEFINITION 1.2. Function is called as the strong solution of a task of Cauchy (1.1)-(1.2) if there is a sequence 
of regular solutions of tasks of Cauchy (1.1)-(1.2) such that in space. 

DEFINITION 1.3. Cauchy's task (1.1)-(1.2) is called strongly solvable if for any there is the only strong 
decision. 

Cauchy's task (1.1)-(1.2) is strongly solvable and the decision is given by the same formula (1.3), but for the 
practical purpose it is a formula is a little suitable as often the integral will be not calculated in a quadrature therefore 
approximate methods of calculation of certain integrals are applied. But these methods also encounter obstacles the 
matter is that in our situation the upper bound of integral is a variable and this circumstance creates additional 
difficulties. The classical method of Fourier - decomposition of the decision on own functions is also not applicable 
because of the absence of the last because, it is well known a volterrovost of a task of Cauchy.  

PROBLEM. Whether decomposition of the solution of a task of Cauchy (1.1)-(1.2) in a row of Fourier on some 
orthonormalized system is possible so that the partial sums of this row in the best way approached this decision 
among all finite-dimensional approximations. 

 
 

УДК 517.91 
 

О ФУРЬЕ ПРЕДСТАВЛЕНИИ СИЛЬНОГО РЕШЕНИЯ  
ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ 

 
С. Т. Ахметова, А. Б. Иманбаева, А. Ш. Шалданбаев 

 
Южно-Казахстанский государственный университет им. М. Ауезова, Шымкент, Казахстан 

 
Ключевые слова: задача Коши самосопряженость, вполне непрерывность, уравнение Штурма-Лиу-

вилля. 
Аннотация.В настоящей работе получено Фурье разложение решении задачи Коши для уравнения 

Штурма-Лиувилля. 
  
1. Введение. 
Постановка задачи. Пусть ݂ሺݔሻ непрерывная функция на сегменте [0,1], т.е. ݂ሺݔሻ ∈  .ሾ0,1ሿܥ

Рассмотрим задачу Коши для простейшего уравнения Штурма-Лиувилля:  

ݕܮ ൌ ሻݔሺ"ݕ ൌ ݂ሺݔሻ, ݔ ∈ ሺ0,1ሻ                                                    (1.1) 

ሺ0ሻݕ ൌ ሺ0ሻ′ݕ ൌ 0.                                                            (1.2) 

Определение 1.1. Регулярным решением краевой задачи (1.1)-(1.2) называется дважды не-
прерывно дифференцируемая функция ݕሺݔሻ, удовлетворяющая уравнения (1.1) и краевым усло-
виям (1.2). 

Для любой непрерывной функции ݂ሺݔሻ существует единственное регулярное решение краевой 
задачи (1.1)-(1.2), которое задается формулой 

ሻݔሺݕ ൌ ׬ ሺݔ െ .ݐሻ݀ݐሻ݂ሺݐ
௫
଴                                                         (1.3) 

Определение 1.2. Функция ݕሺݔሻ называется сильным решением задачи Коши (1.1)-(1.2), если 
существует последовательность регулярных решений ሼݕ௡ሺݔሻሽ задач Коши (1.1)-(1.2) такая, что 
௡ݕܮ → ݂ሺݔሻ, ሻݔ௡ሺݕ →  .ଶሺ0,1ሻܮ ሻ в пространствеݔሺݕ

Определение 1.3. Задача Коши (1.1)-(1.2) называется сильно разрешимой, если для любого 
݂ሺݔሻ ∈  .ଶሺ0,1ሻ существует единственное сильное решениеܮ

Задача Коши (1.1)-(1.2) сильно разрешима и решение дается той же формулой (1.3), но для 
практической цели это формула мало пригодна, поскольку зачастую интеграл окажется не вычис-
ляемой в квадратуре, поэтому применяются приближенные методы вычисления определенных 
интегралов. Но эти методы также наталкиваются на препятствия, дело в том, что в нашей ситуации 
верхняя граница интеграла является переменной величиной и это обстоятельство создает допол-
нительные трудности. Классический метод Фурье- разложение решения по собственным функциям 
также не применим из-за отсутствия последних, ибо ,хорошо известно вольтерровость задачи 
Коши.  
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Проблема. Возможно ли разложение решения задачи Коши (1.1)-(1.2) в ряд Фурье по 
некоторой ортонормированной системе так, чтобы частичные суммы этого ряда наилучшим 
образом приближали этого решения среди всех конечномерных приближений. 

2. Методы исследований. Пусть ܪ ൌ  линейный вполне -ܣ ,ଶሺ0,1ሻ пространство Гильбертаܮ
непрерывный оператор, определенный на этом пространстве, а ܵ- инволюция, определенный фор-
мулой: 

ሻݔሺݑܵ ൌ ሺ1ݑ െ  ሻ.                                                              (2.1)ݔ

Нетрудно установить, что оператор ܵ является унитарным и самосопряженным, поэтому 
имеет место равенство 

ܵ² ൌ  (2.2)                                                                        .ܫ
Лемма 2.1. Если вполне непрерывный оператор ܣ удовлетворяет условию 

ܣܵ ൌ  (2.3)                                                                    ,ܵ∗ܣ
то оператор ܵܣ является вполне непрерывным и самосопряженным оператором в гильбертовом 
пространстве ܪ ൌ  .ଶሺ0,1ሻܮ

Доказательство. Во-первых, имеет место равенство ሺܵܣሻ∗ ൌ ∗ܵ∗ܣ ൌ ܵ∗ܣ ൌ  ,Во-вторых .ܣܵ
произведение ограниченного и компактного оператора компактен. 

Лемма 2.2. Если ܣ оператор интегрирования, определенный формулой 
ሻݔሺݕܣ ൌ ׬ ݐሻ݀ݐሺݕ

௫
଴                                                               (2.4) 

в гильбертовом пространстве ܪ ൌ  ଶሺ0,1ሻ, то имеет место формулаܮ
ܣܵ ൌ  ,ܵ∗ܣ

где ܵ- оператор, определенный формулой (2.1). 
Доказательство.  

а) ሺݕܣ, ሻݖ ൌ ׬ ׬ ߦሻ݀ߦሺݕ ∙ ݐሻതതതതത݀ݐሺݖ ൌ
௧
଴

ଵ
଴ െ ׬ ׬ ߦሻ݀ߦሺݕ ∙ ݀ ׬ ߦሻ݀ߦሺ̅ݖ

ଵ
௧ ൌ െ׬ ߦሻ݀ߦሺݕ ∙

௧
଴

௧
଴

ଵ
଴ ׬ ߦሻതതതതതത݀ߦሺݖ ቚ1

0
ଵ
௧ ൅

׬ yሺξሻ ∙ ׬ zሺξሻതതതതതdξdt ൌ ሺy, A∗zሻ,⇒
ଵ
୲

ଵ
଴ ሻݔሺݖ∗ܣ ൌ ׬ ;ݐሻ݀ݐሺݖ

ଵ
௫  

б) ܵݕܣሺݔሻ ൌ ׬ ݐሻ݀ݐሺݕ
ଵି௫
଴ ൌ ฬ

1 െ ݐ ൌ ߦ
െ݀ݐ ൌ ฬߦ݀ ൌ െ׬ ሺ1ݕ െ ߦሻ݀ߦ ൌ ׬ ሺ1ݕ െ ߦሻ݀ߦ ൌ

ଵ
௫

௫
ଵ  

නܵݕሺߦሻ݀ߦ ൌ .ܵ∗ܣ

ଵ

௫

 

Лемма 2.3. Если ܣ оператор интегрирования, определенный формулой 
ሻݔሺ݂ܣ ൌ ׬ ݂ሺݐሻ݀ݐ

௫
଴                                                               (2.4) 

то имеет место формула 
ሻݔሺݕ²ܣ ൌ ׬ ሺݔ െ ݐሻ݀ݐሻ݂ሺݐ

௫
଴ .                                                     (2.5)  

Доказательство. ܣଶ݂ሺݔሻ ൌ ሻ൯ݔሺ݂ܣ൫ܣ ൌ ׬ܣ ݂ሺݐሻ݀ݐ
௫
଴ ൌ ׬ ׬ ݂ሺߦሻ݀ݐ݀ߦ ൌ

௧
଴

௫
଴  

ݐ ׬ ݂ሺߦሻ݀ߦ ቚ
ݔ
0 െ ׬ ݂ሺݐሻ ∙ ݐ݀ݐ ൌ ݔ ׬ ݂ሺߦሻ݀ߦ െ ׬ ݂ሺݐሻݐ݀ݐ ൌ ׬ ሺݔ െ ሻݐ݀ݐሻ݂ሺݐ

௫
଴

௫
଴

௫
଴

௫
଴

௧
଴ . 

Лемма 2.4. Если ܣ оператор интегрирования, определенный формулой (2.4), то имеет место 
формула 

²ܣܵ ൌ ሺ²ܣሻ∗ܵ,                                                                   (2.6) 

где ܵ - инволюция, определенный формулой (2.1). 

Доказательство. SA² ൌ ܣܣܵ ൌ ܣܵ∗ܣ ൌ ܵ∗ܣ∗ܣ ൌ ሺܣଶሻ∗ܵ. 
Лемма 2.5. Если ܣ вольтерровый оператор, ܵ- унитарный оператор и имеют место равенства  

ܣܵ ൌ ܵ ,ܵ∗ܣ ൌ ܵ∗, ܰሺܣሻ ൌ ሼ0ሽ,                                                 (2.7) 
то операторное уравнение 

ݑܣ ൌ ݂                                                                       (2.8) 
имеет в пространстве ܪ единственное решение вида 

ݑ ൌ ∑
൫௙,ௌఝೕ൯

ఒೕ
∞
௝ୀଵ ߮௝,                                                            (2.9) 

где ߣ௝- собственное значение оператора ܵܣ, а ߮௝- собственные векторы этого оператора. 
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Доказательство. По условию леммы оператор ܣ компактный, а в силу условий ܵܣ ൌ  ,ܵ∗ܣ
ܵ ൌ ܵ∗ оператор ܵܣ- самосопряженный и компактный. По теореме Гильберта-Шмидта для любого 
вектора ݑ пространства ܪ имеет место разложение 

ݑܣܵ ൌ෍൫ܵݑܣ, ߮௝൯

∞

௝ୀଵ

߮௝ ൅ ߮଴, 

где ߮଴ ∈ ܰሺܵܣሻ. В нашем случае ܰሺܵܣሻ ൌ ሼ0ሽ, поэтому  

ݑܣܵ ൌ෍൫ܵݑܣ, ߮௝൯

∞

௝ୀଵ

߮௝ ൌ෍ߣ௝൫ݑ, ߮௝൯߮௝,⇒ ൫ܵݑܣ, ߮௝൯ ൌ ,ݑ௝൫ߣ ߮௝൯

∞

௝ୀଵ

, ൫ݑ, ߮௝൯ ൌ
൫ܵݑܣ, ߮௝൯

௝ߣ
. 

Если ൫ݑ, ߮௝൯ ൌ 0, то ܵݑܣ ൌ ݑ	⇒ ,0 ൌ 0, следовательно, система {߮௝} является полной 
ортогональной системой. Полагая ее ортонормированной, имеем 

ݑ ൌ෍൫ݑ, ߮௝൯߮௝ ൌ

∞

௝ୀଵ

෍
൫ܵݑܣ, ߮௝൯

௝ߣ

∞

௝ୀଵ

߮௝ ൌ෍
൫݂ܵ, ߮௝൯

௝ߣ

∞

௝ୀଵ

߮௝ ൌ෍
൫݂, ܵ߮௝൯

௝ߣ
߮௝.

∞

௝ୀଵ

 

3. Результаты исследований. Пусть оператор ܣ определен формулой  

ሻݔሺ݂ܣ ൌ ׬ ݂ሺݐሻ݀ݐ
௫
଴ ,                                                            (3.1) 

тогда в силу формул (1.3), (2.5) решение задачи Коши (1.1)-(1.2) имеет вид 

ሻݔሺݕ ൌ  ሻ.                                                               (3.2)ݔ²݂ሺܣ

Действуя на обе части этого равенства оператором ܵ, имеем 

ሻݔሺݕܵ ൌ  ሻ.                                                             (3.3)ݔ²݂ሺܣܵ

В силу леммы 2.4 оператор ܵ²ܣ самосопряжен, а в силу формулы (1.3) оператор ܵ²ܣ ком-
пактен. Если ²݂ܣ ൌ 0, то ݂ ൌ 0, в самом деле, в этом случае 

නሺݔ െ ݐሻ݀ݐሻ݂ሺݐ ൌ 0.

௫

଴

 

Дважды продифференцировав это равенство и воспользовавшись теоремой Лебега [1], 
получим ݂ሺхሻ ൌ 0 почти всюду. В силу теоремы Гильберта-Шмидта имеет место разложение 

ሻݔ²݂ሺܣܵ ൌ ෍ሺܵ²݂ܣ, ߮௡ሻ
∞

௡ୀଵ

߮௡ ൌ ෍ߣ௡ሺ݂, ߮௡ሻ߮௡

∞

௡ୀଵ

,	 

где ܵ²߮ܣ௡ ൌ ,௡߮௡ߣ ݊ ൌ 1,2, … следовательно, в силу формул 2.10, 2.11 решение задачи Коши имеет 
вид 

ሻݔሺݕ ൌ ∑ ሺ݂, ߮௡ሻ
∞
௡ୀଵ ௡ߣ ∙ ܵ߮௡ ൌ ∑ ሺ݂, ߮௡ሻߣ௡߮௡

∞
௡ୀଵ ሺ1 െ  ሻ.                            (3.4)ݔ

Нами доказана следующая теорема. 
Теорема 3.2. Задача Коши 

ݕܮ ൌ ሻݔሺ"ݕ ൌ ݂ሺݔሻ, ݔ ∈ ሺ0,1ሻ                                                    (3.5) 

ሺ0ሻݕ ൌ ሺ0ሻ′ݕ ൌ 0.                                                              (3.6) 

сильно разрешима в пространстве ܮଶሺ0,1ሻ и это сильное решение имеет вид 

ሻݔሺݕ ൌ ∑ ሺ݂, ߮௡ሻߣ௡߮௡
∞
௡ୀଵ ሺ1 െ  ሻ,                                                (3.7)ݔ

где ሺ∙,∙ሻ െ	скалярное произведение в пространстве ܮଶሺ0,1ሻ. 
²߮௡ܣܵ ൌ  ௡߮௡,                                                             (3.8)ߣ

ሻݔሺݕ²ܣ ൌ ׬ ሺݔ െ ݐሻ݀ݐሻ݂ሺݐ
௫
଴ .                                                     (3.9) 

4. Выводы. Результаты данной работы могут быть использованы в спектральной теории 
операторов [2-13]. 
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