
ISSN 2518-1726 (Online),  
ISSN 1991-346X (Print) 

 
ҚАЗАҚСТАН РЕСПУБЛИКАСЫ 

ҰЛТТЫҚ ҒЫЛЫМ АКАДЕМИЯСЫНЫҢ 

Х А Б А Р Л А Р Ы 

ИЗВЕСТИЯ 
 

НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК 
РЕСПУБЛИКИ КАЗАХСТАН 

N E W S 
 

OF THE NATIONAL ACADEMY OF SCIENCES  
OF THE REPUBLIC OF KAZAKHSTAN 

 
 

ФИЗИКА-МАТЕМАТИКА 
СЕРИЯСЫ 

 
СЕРИЯ 

ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
 

PHYSICO-MATHEMATICAL  
SERIES 

 
 

1 (311) 

ҚАҢТАР – АҚПАН 2017 ж. 
ЯНВАРЬ – ФЕВРАЛЬ 2017 г. 
JANUARY – FEBRUARY 2017 

 
1963 ЖЫЛДЫҢ ҚАҢТАР АЙЫНАН ШЫҒА БАСТАҒАН 

ИЗДАЕТСЯ С ЯНВАРЯ 1963 ГОДА 
PUBLISHED SINCE JANUARY 1963 

 
ЖЫЛЫНА 6 РЕТ ШЫҒАДЫ 
ВЫХОДИТ 6 РАЗ В ГОД 

PUBLISHED 6 TIMES A YEAR 
 
 
 
 
 

АЛМАТЫ, ҚР ҰҒА 
АЛМАТЫ, НАН РК 
ALMATY, NAS RK  



Известия Национальной академии наук Республики Казахстан  
  

   
2  

 
Б а с   р е д а к т о р ы 

ф.-м.ғ.д., проф., ҚР ҰҒА академигі Ғ.М. Мұтанов 
 

Р е д а к ц и я  а л қ а с ы: 
 

Жұмаділдаев А.С. проф., академик (Қазақстан)  
Кальменов Т.Ш. проф., академик (Қазақстан) 
Жантаев Ж.Ш. проф., корр.-мүшесі (Қазақстан)   
Өмірбаев У.У. проф. корр.-мүшесі (Қазақстан)   
Жүсіпов М.А.  проф. (Қазақстан)   
Жұмабаев Д.С. проф. (Қазақстан)   
Асанова А.Т. проф. (Қазақстан)   
Бошкаев К.А. PhD докторы (Қазақстан)   
Сұраған Д. PhD докторы (Қазақстан)   
Quevedo Hernando проф. (Мексика), 
Джунушалиев  В.Д. проф. (Қырғыстан)  
Вишневский И.Н. проф., академик (Украина)  
Ковалев А.М. проф., академик (Украина)  
Михалевич А.А. проф., академик (Белорус) 
Пашаев А. проф., академик (Əзірбайжан)  
Такибаев Н.Ж. проф., академик (Қазақстан), бас ред. орынбасары 
Тигиняну И. проф., академик (Молдова) 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
«ҚР ҰҒА Хабарлары. Физика-математикалық сериясы». 

ISSN 2518-1726 (Online), ISSN 1991-346X (Print) 

Меншіктенуші: «Қазақстан Республикасының Ұлттық ғылым академиясы» РҚБ (Алматы қ.) 
Қазақстан республикасының Мəдениет пен ақпарат министрлігінің Ақпарат жəне мұрағат комитетінде 
01.06.2006 ж. берілген №5543-Ж мерзімдік басылым тіркеуіне қойылу туралы куəлік 
 
Мерзімділігі: жылына 6 рет. 
Тиражы: 300 дана. 
 
Редакцияның мекенжайы: 050010, Алматы қ., Шевченко көш., 28, 219 бөл., 220, тел.: 272-13-19, 272-13-18, 
www:nauka-nanrk.kz / physics-mathematics.kz 
 
 
 

© Қазақстан Республикасының Ұлттық ғылым академиясы, 2017 
 

Типографияның мекенжайы: «Аруна» ЖК, Алматы қ., Муратбаева көш., 75. 
 



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 1. 2017 
 

 
3 

 
Г л а в н ы й   р е д а к т о р 

д.ф.-м.н., проф. академик НАН РК Г.М. Мутанов 
 

Р е д а к ц и о н н а я  к о л л е г и я: 
 

Джумадильдаев А.С. проф., академик (Казахстан)  
Кальменов Т.Ш. проф., академик (Казахстан) 
Жантаев Ж.Ш. проф., чл.-корр. (Казахстан)   
Умирбаев У.У. проф. чл.-корр. (Казахстан)   
Жусупов М.А.  проф. (Казахстан)   
Джумабаев Д.С. проф. (Казахстан)   
Асанова А.Т. проф. (Казахстан)   
Бошкаев К.А. доктор PhD (Казахстан)   
Сураган Д. доктор PhD (Казахстан)   
Quevedo Hernando проф. (Мексика), 
Джунушалиев  В.Д. проф. (Кыргызстан)  
Вишневский И.Н. проф., академик (Украина)  
Ковалев А.М. проф., академик (Украина)  
Михалевич А.А. проф., академик (Беларусь) 
Пашаев А. проф., академик (Азербайджан)  
Такибаев Н.Ж. проф., академик (Казахстан), зам. гл. ред. 
Тигиняну И. проф., академик (Молдова) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
«Известия НАН РК. Серия физико-математическая».  

ISSN 2518-1726 (Online), ISSN 1991-346X (Print) 

Собственник: РОО «Национальная академия наук Республики Казахстан» (г. Алматы) 
Свидетельство о постановке на учет периодического печатного издания в Комитете информации и архивов 
Министерства культуры и информации Республики Казахстан №5543-Ж, выданное 01.06.2006 г. 
 
Периодичность: 6 раз в год. 
Тираж: 300 экземпляров. 
 
Адрес редакции: 050010, г. Алматы, ул. Шевченко, 28, ком. 219, 220, тел.: 272-13-19, 272-13-18, 
www:nauka-nanrk.kz / physics-mathematics.kz 
 
 
 

© Национальная академия наук Республики Казахстан, 2017 
 
Адрес типографии: ИП «Аруна», г. Алматы, ул. Муратбаева, 75. 
 



Известия Национальной академии наук Республики Казахстан  
  

   
4  

 
E d i t o r  i n  c h i e f 

doctor of physics and mathematics, professor, academician of NAS RK G.М. Mutanov  
 

E d i t o r i a l   b o a r d: 
 

Dzhumadildayev А.S. prof., academician (Kazakhstan)  
Kalmenov Т.Sh. prof., academician (Kazakhstan) 
Zhantayev Zh.Sh. prof., corr. member. (Kazakhstan)   
Umirbayev U.U. prof. corr. member. (Kazakhstan)   
Zhusupov М.А.  prof. (Kazakhstan)   
Dzhumabayev D.S. prof. (Kazakhstan)   
Asanova А.Т. prof. (Kazakhstan)   
Boshkayev K.А. PhD (Kazakhstan)   
Suragan D. PhD (Kazakhstan)   
Quevedo Hernando prof. (Mexico), 
Dzhunushaliyev V.D. prof. (Kyrgyzstan)  
Vishnevskyi I.N. prof., academician (Ukraine)  
Kovalev А.М. prof., academician (Ukraine)  
Mikhalevich А.А. prof., academician (Belarus) 
Pashayev А. prof., academician (Azerbaijan)  
Takibayev N.Zh. prof., academician (Kazakhstan), deputy editor in chief. 
Tiginyanu I. prof., academician (Moldova) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
News of the National Academy of Sciences of the Republic of Kazakhstan. Physical-mathematical series.  

ISSN 2518-1726 (Online), ISSN 1991-346X (Print) 

Owner: RPA "National Academy of Sciences of the Republic of Kazakhstan" (Almaty)  
The certificate of registration of a periodic printed publication in the Committee of information and archives of the 
Ministry of culture and information of the Republic of Kazakhstan N 5543-Ж, issued 01.06.2006  
 
Periodicity: 6 times a year  
Circulation: 300 copies  
 
Editorial address: 28, Shevchenko str., of. 219, 220, Almaty, 050010, tel. 272-13-19, 272-13-18,  
www:nauka-nanrk.kz / physics-mathematics.kz 
 
  
 

© National Academy of Sciences of the Republic of Kazakhstan, 2017 
 
Address of printing house: ST "Aruna", 75, Muratbayev str, Almaty 



Известия Национальной академии наук Республики Казахстан  
  

   
164  

N E W S 

OF THE NATIONAL ACADEMY OF SCIENCES OF THE REPUBLIC OF KAZAKHSTAN 

PHYSICO-MATHEMATICAL SERIES 

ISSN 1991-346Х 

Volume 1, Number 311 (2017), 164 – 172 
 
UDC 517.929 

 
M.B. Saprunova1, M. Akylbayev2, A. Sh. Shaldanbayev3 

 
1Southern Kazakhstan state pharmaceutical academy; 

2Southern Kazakhstan pedagogical university; 
3Southern Kazakhstan state university 

shaldanbaev51@mail.ru 
 

ABOUT ONE WAY OF PROTECTION  
OF INFORMATION TRANSFER 

 
Abstract. In this work, with the help of the spectral theory of a functional differential equation, it is studied an 

advance of waves on a periodic wave guide, in particular, the way of creation of a white noise for the nepryatelsky 
receiver is shown. 

Keywords: wave guide, functional differential equation, range, basis of Riesz, periodic task. 
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ЖЕЛІДЕГІ АҚПАРЛАРДЫ ҚОРҒАУДЫҢ  
БІР ТƏСІЛІ ТУРАЛЫ 

 
Аннотация. Бұл еңбекте функционал-дифференциал теңдеулердің спектрəлді теориясы арқылы 

периодты толқынөт арқылы тарайтын толқындардың қасиеттері зерттелді, нəтиежесінде, қарсыластың 
қабылдауышын залалсыздандыру жолы табылды. 

Түйін сөздер:толқынөт, функционал-дифференциал теңдеулер, спектр, Рисстің базисі, периодты есеп. 
 
1. Кіріспе.Ақпарларды дыбыс түрінде, сурет түрінде жəне электромагниттік толқындар тү-

рінде тарайды. Бұл толқындар Джеймс Максвеллдің теңдеулері арқылы өрнектеледі. Қазіргі за-
манда қажетті ақпарлар құнды тауарға айналды, сондықтан оны дер кезінде əрі сапалы етіп тұты-
нушыға жеткізу аса маңызды шаруа болып саналады. Байлық жүрген жерде ұрлық бірге жүретіні 
бұрыннан белгілі нəрсе, дайын асқа тік қасық демекші, керекті мəліметтерді желілерден ұрлау-
шылар да пайда болды. Оларды қазіргі заман тілімен айтсақ «хаккерлер» дейді. Ньютонның заңы 
бойынша, əрбір əсерге қарсы əсер табылады, сондықтан, ақпарды қорғаушылар да пайда болды. 
Ақпарды əр түрлі жолмен қорғауға болады. Оның ең қарапайым үлгісі криптография болса керек, 
жасырын жазу жолдары ертедегі Египеттіктерге де белгілі болған дейді.  

Біз желідегі ақпарларды қорғау жолдарын қарастырмақпыз. Электромагнитті толқындарды 
тарататын желілерді, орысша айтқанда, «волновод» деп айтады, ал осы толқындарды таратушы 
құралдардың жұмыстарының математикалық моделі шекаралық есептер болады. Шекаралық 
шарттар құралға енген толқын мен онан шыққан толқынның айырмашылығын білдіреді.  
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Жиі кездесетін волноводтардың бір түрін «периодический волновод» деп атайды. Мұндай 
волноводқа енген толқын мен онан шыққан толқынның амплитудасы бірдей болуы керек, тек 
жиілігі мен фазасы өзгеруі мүмкін. Бұл құрал ақпарды қабылдап, оны бізге басқа жиілікпен жəне 
басқа фазамен береді. Егер біздің бəсекелестеріміз бұл құралды білмесе, онда олар өздерінің 
қабылдаған ақпарларын оқи алмайды. Мəселенің мəн – жайы міне осында. 

Келесі, шекаралық есепті периодты волновод дейді: 

ሻݔሺ′ݕ  ൌ ߙሺݕߣ െ ሻ,  (1.1)ݔ
ሺ0ሻݕ   ൌ  ሻ,  (1.2)ߨሺ2ݕ

мұндағы ߙ- дегеніміз 0 ≪ ߙ ൏  спектрəлді -ߣ аралығында жатқан кез-келген нақты сан, ал ߨ2
параметр. 

Зерттеуіміз көрсеткендей, (1.1) – (1.2) есептің ²ܮሺ0,2ߨሻ кеңістігінде толымды векторлар 
системасы бар, сонымен бірге, қосалқы меншікті векторлары бар екен, олар əлгі кеңістікте 
толымды емес. Бізге керекті ақпарлар негізгі толымды система арқылы арқылы жеткізіледі, ал 
екінші система арнаны қорғаушының қызметін атқарады. Ол арнада гуілдеген толқындар таратып, 
жаудың берекесін қашырады.Біздің таратушының сырын білетін достарымыз бұл екі толқындарды 
ажыратып, өздеріне керекті ақпарларды сүзгіштен өткізіп тазалап ала- алады.  

Енді жоғарыдағы (1.1) – (1.2) шекаралық есептің мəн – жайына үңілейік. Бірінші 
толқындардың теңдеуі, ал екіншісі шекаралық шартты білдіреді. Толқындар ሺ0,2ߨሻ аралығында 
өзгеріске ұшырайды, оның себепшісі ߙ шамасы, ол бізге белгілі, ал жауға белгісіз. Таратушыға 
енген толқынды өзгертуші де дəл осы шама. Біз оны толқынөттің кілті деп атайық.Толқынөттің 
спектрəлді теориясымен [1] еңбек арқылы танысуға болады,функционал-дифференциал теңдеудің 
спектрəлті теориясының алғашқы нəтиежелері [2] еңбекте көрініс берді.Операторлардың 
спектрəлді теориясы туралы мəліметтерді [3-15] еңбектерден табуға болады.Соңғы кездері 
функционал-дифференциал теңдеулер əртүрлі [16-23] салаларда қолданылып жүр. 

 
2.Зерттеу əдісі 
Анықтама 2.1. Егер Гильберттің ܪ кеңістігінің əрбір ݔ ∈  элементі осы кеңістікте ܪ

жинақталатынын мынадай: 
ݔ ൌ ∑ ܿ௞߮௞

∞
௞ୀଵ . 

қатарға таратылатын болса, онда ሼ߮௞ሽ, ݇ ൌ 1,2, … системасын осы ܪ кеңістігінің базисі деп 
атаймыз, мұндағы ܿ௞ - дегеніміз белгілі бір сандар, ал қатар осы ܪ кеңістігінің нормасы бойынша 
жинақталады. 

Дəл осы сəтте, 
ሺ߮௠, ߮௡ሻ ൌ ,݉ ,௠௡ߜ ݊ ൌ 1,2, … 

теңдіктері орындалса, онда ሼ߮௞ሽ бұл базисті ортонормаланған дейміз, кейде ортонормəлді деп те 
атайды. 

 Тригонометриялық система:  

1

ߨ2√
,
1

ߨ√
cos ,ݐ

1

ߨ√
sin ,ݐ

1

ߨ√
cos ݐ2 ,

1

ߨ√
sin ݐ2 , … 

 .ሻ кеңістігінде ортонормаланған система болып табыладыߨ²ሺ0,2ܮ
 ሼ߮௞ሽ	 ሺ݇ ൌ 1,2, … ሻ - дегеніміз ܪ кеңістігінің кез – келген ортонормаланған базисі болсын 

делік, ал ܶ - дегеніміз осы кеңістікте анықталған қайтымды шектеулі сызықтық оператор болсын 
делік. Онда ܪ кеңістігінің кез – келген ݂ ∈  :векторы үшін ܪ

ܶିଵ݂ ൌ ∑ ሺܶିଵ݂, ߮௞ሻ ∙ ߮௞
∞
௞ୀଵ ൌ ∑ ሺ݂, ሺܶିଵሻ∗߮௞ሻ ∙ ߮௞

∞
௞ୀଵ , 

жəне дəл осы себепті 

݂ ൌ ∑ ሺ݂, ௞ሻߠ ∙ ߰௞
∞
௞ୀଵ , 

болады, мұндағы  

߰௞ ൌ ܶ߮௞, ߠ௞ ൌ ሺܶିଵሻ∗߮௞, ሺ݇ ൌ 1,2, … ሻ. 
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 Сонымен бірге 
ሺ߮௠, ߮௡ሻ ൌ ,݉) ,௠௡ߜ ݊ ൌ 1,2, …). 

болатыны айдан анық, сондықтан, егер: 

  ݂ ൌ ∑ ܿ௞߰௞
∞
௞ୀଵ ,  (2.1) 

болса, онда 

ܿ௞ ൌ ሺ݂,  ,௞ሻߠ

яғни (2.1) таралымы бірегей. 

Сонымен, кез – келген шектеулі қайтымды оператор кез – келген ортонормаланған базисті осы 
 кеңістігінің басқа бір базисіне аударады. Ортонормаланған базистен осындай жолмен алынған ܪ
ሼ߮௞ሽ, ݇ ൌ 1,2, … базисін ортонормаланған базиске эквивалентті базис немесе Рисстің базисі деп 
атайды [4]. 

Лемма 2.1. Егер 0 ൑ ߙ ൑  ,болса, онда мына ߨ2

߮௡ሺݔሻ ൌ
ଵ

√ଶగ
ቂcos ݊ ቀݔ െ

ఈ

ଶ
ቁ ൅ sin ݊ ቀݔ െ

ఈ

ଶ
ቁቃ, 

݊ ൌ 0,േ1,േ2,… 

функциялар системасы ²ܮሺ0,2ߨሻ кеңістігінде ортонормаланған базис құрайды. 
Дəлелі. 
 (а) Ортонормаланғандығы.  

ሺ߮௡, ߮௠ሻ ൌ
1
ߨ2

න ቂcos ݊ ቀݔ െ
ߙ
2
ቁ ൅ sin ݊ ቀݔ െ

ߙ
2
ቁቃ

ଶగ

଴

ቂcos݉ ቀݔ െ
ߙ
2
ቁ ൅ sin݉ ቀݔ െ

ߙ
2
ቁቃ ݔ݀ ൌ 

ൌ
1
ߨ2

න ቂcosሺ݊ െ ݉ሻ ቀݔ െ
ߙ
2
ቁ ൅ sinሺ݊ ൅ ݉ሻ ቀݔ െ

ߙ
2
ቁቃ

ଶగ

଴

ݔ݀ ൌ 

ൌ
1
ߨ2

቎
sinሺ݊ െ ݉ሻ ቀݔ െ

ߙ
2ቁ

݊ െ ݉
െ
cosሺ݊ ൅݉ሻ ቀݔ െ

ߙ
2ቁ

݊ ൅ ݉
቏ቮ

଴

ଶగ

ൌ 

ൌ
1
ߨ2

቎
െ sin ቂሺ݊ െ ݉ሻ2ߨ െ ሺ݊ െ ݉ሻ

ߙ
2ቃ ൅ sinሺ݊ െ ݉ሻ

ߙ
2

݊ െ ݉

െ
cos ቂሺ݊ ൅ ݉ሻ2ߨ െ ሺ݊ ൅݉ሻ

ߙ
2ቃ െ cosሺ݊ ൅ ݉ሻ

ߙ
2

݊ ൅ ݉
቉ ൌ 

ൌ

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ

1ሻ	0, ݉ ് േ݊;

2ሻ	
1
ߨ2

න cos ߨ2 ቀݔ െ
ߙ
2
ቁ݀ݔ ൌ

1
ߨ2

ଶగ

଴

sin 2݊ ቀݔ െ
ߙ
2ቁ

2݊
ቮ

଴

ଶగ

ൌ

ൌ
1
ߨ4݊

ሾsinሺ ߨ4݊ െ ሻߙ݊ ൅ sin ሿߙ݊ ൌ 0,ൌ൐ 		݉ ൌ െ݊, ݊ ് 0;

3ሻ	
1
ߨ2

න ሾ1 ൅ sin 2݊ሿ ቀݔ െ
ߙ
2
ቁ݀ݔ ൌ ቌݔ െ

cos 2݊ ቀݔ െ
ߙ
2ቁ

2݊
ቍቮ

଴

ଶగ

∙
1
ߨ2

ൌ

ଶగ

଴

ൌ
1
ߨ2

ቆ2ߨ െ
cosሺ4݊ߨ െ ሻߙ݊ െ cos ߙ݊

2݊
ቇ ൌ 1,	݉ ൌ ݊;

ൌ
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ൌ ൝
0, ݉ ് േ݊;
0, ݉ ൌ െ݊, ݊ ് 0;
1, ݉ ൌ ݊,				݊ ് 0.

 

ሺ߮଴, ߮଴ሻ ൌ
1
ߨ2
. 

 б) Толымдылығы. 

ሻݔሻ кеңістігінің əйтеуір бір ݂ሺߨ²ሺ0,2ܮ  ∈ ׬,ሻ элементі үшін мынаߨ²ሺ0,2ܮ ݂ሺݔሻ߮௡ሺݔሻ݀ݔ ൌ
ଶగ
଴

0,݊ ൌ 0,േ1,േ2,…. теңдіктер орындалсын делік, онда 

න ݂ሺݔሻ ቂcos ݊ ቀݔ െ
ߙ
2
ቁ ൅ sin ݊ ቀݔ െ

ߙ
2
ቁቃ ݔ݀ ൌ 0,			݊ ൌ 0,േ1, േ2,…

ଶగ

଴

 

немесе таратып жазсақ, 

න ݂ሺݔሻ ቂcos ݔ݊ cos
ߙ݊
2
൅ sin ݔ݊ sin

ߙ݊
2
൅ sin ݔ݊ cos

ߙ݊
2
െ cos ݔ݊ sin

ߙ݊
2
ቃ ݔ݀ ൌ

ଶగ

଴

 

ൌ න ݂ሺݔሻ ቂቀcos
ߙ݊
2
െ sin

ߙ݊
2
ቁ cos ݔ݊ ൅ ቀcos

ߙ݊
2
൅ sin

ߙ݊
2
ቁ sin ቃݔ݊ ݔ݀ ൌ

ଶగ

଴

 

ൌ ቀcos
ߙ݊
2
െ sin

ߙ݊
2
ቁන ݂ሺݔሻ cos ݔ݀ݔ݊ ൅ ቀcos

ߙ݊
2
൅ sin

ߙ݊
2
ቁන ݂ሺݔሻ sin ݔ݀ݔ݊ ൌ 0.

ଶగ

଴

ଶగ

଴

 

Соңғы теңдеулерде ݊ - ді ሺെ݊ሻ - мен алмастырсақ, онда ݂ሺݔሻ функциясының Фурье 
коэффициенттері үшін сызықтық теңдеулер системасын аламыз. 

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ
ቀcos

ߙ݊
2
െ sin

ߙ݊
2
ቁ ∙ න ݂ሺݔሻ cos ݔ݀ݔ݊ ൅ ቀcos

ߙ݊
2
൅ sin

ߙ݊
2
ቁ ∙

ଶగ

଴

∙ න ݂ሺݔሻ sin ݔ݀ݔ݊ ൌ 0,

ଶగ

଴

ቀcos
ߙ݊
2
൅ sin

ߙ݊
2
ቁ ∙ න ݂ሺݔሻ cos ݔ݀ݔ݊ െ ቀcos

ߙ݊
2
െ sin

ߙ݊
2
ቁ ∙

ଶగ

଴

∙ න ݂ሺݔሻ sin ݔ݀ݔ݊ ൌ 0.

ଶగ

଴

 

Осы теңдеулер системасының анықтауышын есептейік: 

∆ൌ െቀcos
ߙ݊
2
െ sin

ߙ݊
2
ቁ
ଶ
െ ቀcos

ߙ݊
2
൅ sin

ߙ݊
2
ቁ
ଶ
ൌ െ ቂܿݏ݋ଶ

ߙ݊
2
െ 

െ2 cos
ߙ݊
2
sin

ߙ݊
2
൅ ଶ݊݅ݏ

ߙ݊
2
൅ ଶݏ݋ܿ

ߙ݊
2
൅ 2 cos

ߙ݊
2
sin

ߙ݊
2
൅ ଶ݊݅ݏ

ߙ݊
2
ቃ ൌ 

ൌ െ2 ് 0. 
Демек, мына: 

׬ ݂ሺݔሻ cos ݔ݊ ݔ݀ ൌ 0
ଶగ
଴ ׬	 , ݂ሺݔሻ sin ݔ݊ ݔ݀ ൌ 0,			݊ ൌ 0,1,2, …

ଶగ
଴  

теңдіктер орындалады, онда тригонометриялық системаның толымдылығынан ݂ሺݔሻ ൌ 0 теңдігін 
аламыз. 

Лемма 2.2. Егер, мына 
߮௠ሺ2ߨ െ ሻݔ ൌ ߮௠ሺݔሻ,݉ ൌ 1,2, …, 

теңдіктері орындалса, ሼ߮௠ሽ системасы ²ܮሺ0,2ߨሻ кеңістігінде толымсыз болады. 
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Дəлелі.  
Егер 

݂ሺݔሻ ൌ ቄ
1, 0 ≪ ݔ ≪ ,ߨ

െ1, ߨ ൏ ݔ ≪  ,ߨ2

болса, онда кез-келген ߮௠ሺݔሻ ሺ݉ ൌ 1,2, …) функциясы үшін, мына 

׬ ݂ሺݔሻ߮௠ሺݔሻ݀ݔ ൌ ׬ ݂ሺݔሻ߮௠ሺݔሻ݀ݔ ൅ ׬ ݂ሺݔሻ߮௠ሺݔሻ݀ݔ
ଶగ
గ

గ
଴

ଶగ
଴ , 

න ݂ሺݔሻ߮௠ሺݔሻ݀ݔ ൌ ቚݔ ൌ ߨ2 െ ݐ
ݔ݀ ൌ െ݀ݐ

ቚ ൌ െන݂ሺ2ߨ െ ߨሻ߮௠ሺ2ݐ െ ݐሻ݀ݐ

଴

గ

ൌ න ݂ሺ2ߨ െ ,ݐሻ݀ݐሻ߮௠ሺݐ

గ

଴

ଶగ

గ

 

න ݂ሺݔሻ߮௠ሺݔሻ݀ݔ ൌ

ଶగ

଴

නሾ݂ሺݐሻ ൅ ݂ሺ2ߨ െ ݐሻ݀ݐሻሿ߮௠ሺݐ ൌ 0.

గ

଴

 

3.Зерттеу нəтиежелері 
Теорема 3.1. 
(а) Егер 0 ≪ ߙ ≪  ,болса, онда, мына ߨ2

ሻݔሺ′ݕ ൌ ߙሺݕߣ െ  ሻ (3.1)ݔ
теңдеудің əрбір шешімі, мына, 

െݕ"ሺݔሻ ൌ  ሻ; (3.2)ݔሺݕ²ߣ

Штурм – Лиувилл теңдеуінің шешімі болады. 
(б) Жоғарыдағы (3.1) теңдеудің шешімдер кеңістігі бір салалы. 
(в) Аталған (3.1) теңдеудің жалпы шешімі мынадай: 

ሻݔሺݕ  ൌ ܣ ∙ ቂcos ߣ ቀݔ െ
ఈ

ଶ
ቁ ൅ sin ߣ ቀݔ െ

ఈ

ଶ
ቁቃ,  (3.3)  

болады, мұндағы ܣ െ кез-келген тұрақты шама. 
Теорема 3.2.  
Егер 0 ≪ ߙ ൏  :болса, онда мына ߨ2
ሻݔሺ′ݕ  ൌ ߙሺݕߣ െ ሻ,  (3.4)ݔ

ሺ0ሻݕ  ൌ  ሻ,  (3.5)ߨሺ2ݕ
периодты шекаралық есептің меншікті мəндері нақты сандардан құралған екі сериядан тұрады. 
Олар, мыналар: 

а) ߣ௡ ൌ ݊, ݊ ൌ 0,േ1,േ2,…, 

ሻݔ௡ሺݕ ൌ
1

ߨ2√
ቂcos ݊ ቀݔ െ

ߙ
2
ቁ ൅ sin ݊ ቀݔ െ

ߙ
2
ቁቃ ; 

б) ߤ௠ ൌ
ଶగ

ଶగିఈ
ቀ݉ ൅

ଵ

ସ
ቁ ,݉ ൌ 0,േ1,േ2,…, 

ሻݔ௠ሺݖ ൌ cos
ߨ2

ߨ2 െ ߙ
൬݉ ൅

1
4
൰ ቀݔ െ

ߙ
2
ቁ ൅ sin

ߨ2
ߨ2 െ ߙ

൬݉ ൅
1
4
൰ ቀݔ െ

ߙ
2
ቁ. 

Мұндағы ሼݕ௡ሺݔሻሽ системасы ²ܮሺ0,2ߨሻ кеңістігінде ортонормаланған базис құрайды, ал ሼݖ௠ሽ 
системасы бұл кеңістікте толымсыз система. 

4.Талқысы 
3.1.теореманың дəлелі 

(а) Егер ݕ′ሺݔሻ ൌ ߙሺݕߣ െ  ሻ болса, онда теңдеудің екі жағын да дифференциалдасақ, ондаݔ

ሻݔሺxሻ=-λy'൫α-x൯=-λ·λ·yሺxሻ=-λ²yሺxሻ,⇒-y"ሺ"ݕ ൌ  ;ሻݔሺݕ²ߣ

(б) Егер ݑሺݔሻ пен ݒሺݔሻ функциялары, мына, 

ሻݔሺ′ݑ ൌ ߙሺݑߣ െ ሻݔሺ′ݒ	  жəне	ሻݔ ൌ െݒߣሺߙ െ  ,ሻݔ
теңдеудің нөлден өзгеше шешімдері болса, онда жоғарыдағы (а) тұжырымы бойынша, олардың 
екеуі де бір ғана (3.2) Штурм – Лиувилл теңдеуінің шешімі болады. Олардың х ൌ

ఈ

ଶ
 нүктесіндегі 

Вронскианын есептеп көрелік. 
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ܹሾݑ, ሿݒ ൌ ቚ
ݑ ݒ
′ݑ ቚ′ݒ ൌ ቚ

ݑ ݒ
ߙሺݑߣ െ ሻݔ െݒߣሺߙ െ ሻቚݔ ൌ െߣሾݑሺݔሻݒሺߙ െ ሻݔ ൅ ߙሺݑሻݔሺݒ െ ሻሿݔ ൌ െ2ߣ ∙ ݑ ቀ

ఈ

ଶ
ቁ ∙

ݒ ቀ
ఈ

ଶ
ቁ. 

Егер ്ߣ 0 сəтінде ݑ ቀ
ఈ

ଶ
ቁ ൌ 0 болса, онда ݑ′ ቀ

ఈ

ଶ
ቁ ൌ 0 жəне െݑ" ൌ  Онда Коши есебінің .ݑ²ߣ

шешімінің бірегейлігі туралы теорема бойынша, ݑሺݔሻ ≡ 0, ал мұнымыз жоруымызға қайшы. 

Демек, ݑ ቀ
ఈ

ଶ
ቁ ് 0, сол сияқты ݒ ቀ

ఈ

ଶ
ቁ ് 0. Сондықтан, 

ܹሾݑ, ሿݒ ൌ 0 
Теңдігі тек қана ߣ ൌ 0 болған сəтте ғана орындалады.  
Енді ݖሺݔሻ функциясы (3.1) теңдеудің кез-келген шешімі болсын делік, онда 
ሻݔሺݖ  ൌ ሻݔሺݑܣ ൅  ሻݔሺݒܤ

болады, мұндағы ܣ, ܤ െ кез-келген тұрақты шамалар. Онда 
ሻݔሺ′ݖ ൌ ൅′ݑܣ ′ݒܤ ൌ ߙሺݑߣܣ െ ሻݔ െ ߙሺݒߣܤ െ ሻݔ ൌ ߙሺݑܣሾߣ െ ሻݔ െ ߙሺݒܤ െ ሻሿݔ ൌ ߙሺݖߣ െ  ሻݔ

ൌ ߙሺݑܣሾߣ െ ሻݔ ൅ ߙሺݒܤ െ  ,ሻሿݔ
мұнан 

⇒ ܤ2 ∙ ߙሺݒ െ ሻݔ ൌ 0,⇒ ܤ ൌ 0,⇒ ሻݔሺݖ ൌ ,ሻݔሺݑܣ ܣ െ  .ݐݏ݊݋ܿ
(в) Егер (3.3) өрнегін (3.1) теңдеуіне апарып қойсақ, 

ሻݔሺ′ݕ ൌ ܣߣ ቂെ sin ߣ ቀݔ െ
ߙ
2
ቁ ൅ cos ߣ ቀݔ െ

ߙ
2
ቁቃ, 

ߙሺݕ െ ሻݔ ൌ ܣ ቂcos ߣ ቀߙ െ ݔ െ
ߙ
2
ቁ ൅ sin ߣ ቀߙ െ ݔ െ

ߙ
2
ቁቃ ൌ ܣ ቂcos ߣ ቀ

ߙ
2
െ ቁݔ ൅ sin ߣ ቀ

ߙ
2
െ ቁቃݔ ൌ 

ܣ ቂെ sinλ ቀݔ െ
ߙ
2
ቁ ൅ cos ߣ ቀݔ െ

ߙ
2
ቁቃ, 

ߙሺݕߣ െ ሻݔ ൌ ܣߣ ቂെ sinλ ቀݔ െ
ఈ

ଶ
ቁ ൅ cos ߣ ቀݔ െ

ఈ

ଶ
ቁቃ ൌ  .ሻݔሺ′ݕ

Дəлелденген теореманың жай – жапсарын аша түсу үшін, мына 

ሻݔሺݑ ൌ cos ߣ ቀݔ െ
ఈ

ଶ
ቁ ൅ sin ߣ ቀݔ െ

ఈ

ଶ
ቁ, 

ሻݔሺݒ ൌ cos ߣ ቀݔ െ
ߙ
2
ቁ െ sin ߣ ቀݔ െ

ߙ
2
ቁ 

функциялардың Вронскианын есептейік, есептеу барысында олардың мына: 

ሻݔሺ′ݑ ൌ ߙሺݑߣ െ  ,ሻݔ
ݒ ′ሺ௫ሻ ൌ െݒߣሺߙ െ  ,ሻݔ

теңдеулердің шешімдері екенін ескерейік. 

ܹሾݑ, ሿݒ ൌ ቚ
ݑ ݒ
′ݑ ቚ′ݒ ൌ ߣ ተ

cos ߣ ቀݔ െ
ߙ
2
ቁ ൅ sin ߣ ቀݔ െ

ߙ
2
ቁ , cos ߣ ቀݔ െ

ߙ
2
ቁ െ sin ߣ ቀݔ െ

ߙ
2
ቁ

െ sin ߣ ቀݔ െ
ߙ
2
ቁ ൅ cos ߣ ቀݔ െ

ߙ
2
ቁ , െ sin ߣ ቀݔ െ

ߙ
2
ቁ െ cos ߣ ቀݔ െ

ߙ
2
ቁ
ተ 

ൌ ߣ ቄെ ቂcos ߣ ቀݔ െ
ߙ
2
ቁ ൅ sin ߣ ቀݔ െ

ߙ
2
ቁቃ ² െ ሾcos ߣ ቀݔ െ

ߙ
2
ቁ െ sin ߣ ቀݔ െ

ߙ
2
ቁሿ²ቅ ൌ െߣ ∙ 

ቂcos² ߣ ቀݔ െ
ߙ
2
ቁ ൅ 2 cos ߣ ቀݔ െ

ߙ
2
ቁ sin ߣ ቀݔ െ

ߙ
2
ቁ ൅ sin² ߣ ቀݔ െ

ߙ
2
ቁ ൅ cos² ߣ ቀݔ െ

ߙ
2
ቁ െ 

2 cos ߣ ቀݔ െ
ߙ
2
ቁ sin ߣ ቀݔ െ

ߙ
2
ቁ ൅ sinଶ ߣ ቀݔ െ

ߙ
2
ቁ ൌ െߣሺ1 ൅ 1ሻ ൌ െ2ߣ ് 0, 

ሺ	ߣ ് 0	сəтіндеሻ. 
3.2.теореманың дəлелі. Жоғарыда дəлелденген (3.1) теоремасы бойынша (3.4) теңдеудің 

шешімі 

ሻݔሺݕ  ൌ ܣ ∙ ቂܿ݋ s ߣ ቀݔ െ
ఈ

ଶ
ቁ ൅ sin ߣ ቀݔ െ

ఈ

ଶ
ቁቃ , ܣ െ  ,ݐݏ݊݋ܿ

болады, осы өрнекті (3.5) шекаралық шартына апарып қойсақ, онда характеристикалық теңдеу 
аламыз. Осы теңдеудің түбірлері (3.4) – (3.5) шекаралық есебінің меншікті мəндері болады. 

ܣ  ∙ ቀcos
ఒఈ

ଶ
െ sin

ఒఈ

ଶ
ቁ ൌ ܣ ∙ ቂcos ߣ ቀ2ߨ െ

ఈ

ଶ
ቁ ൅ sin ߣ ቀ2ߨ െ

ఈ

ଶ
ቁቃ,  

ܣ  ∙ ቂcos
ఒఈ

ଶ
െ cos ߣ ቀ2ߨ െ

ఈ

ଶ
ቁ െ sin

ఒఈ

ଶ
െ sin ߣ ቀ2ߨ െ

ఈ

ଶ
ቁቃ ൌ 0. 
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Мұнан ܣ ് 0 болғандықтан 

 ∆ሺߣሻ ൌ cos
ఒఈ

ଶ
െ cos ߣ ቀ2ߨ െ

ఈ

ଶ
ቁ െ sin

ఒఈ

ଶ
െ sin ߣ ቀ2ߨ െ

ఈ

ଶ
ቁ ൌ 0.  (3.6) 

Мына, 

 cos ܣ െ cosܤ ൌ 2 s݅݊
஺ା஻

ଶ
sin

஻ି஺

ଶ
, 

 sinܣ ൅ sinܤ ൌ 2 sin
஺ା஻

ଶ
cos

஺ି஻

ଶ
, 

формулалар арқылы (3.6) өрнекті түрлендірсек, мынадай 

2 sin

ߙߣ
2 ൅ ߣߨ2 െ

ߙߣ
2

2
sin

ߣߨ2 െ
ߙߣ
2 െ

ߙߣ
2

2
െ 2 sin

ߙߣ
2 ൅ ߣߨ2 െ

ߙߣ
2

2
cos

ߙߣ
2 െ ߣߨ2 ൅

ߙߣ
2

2
ൌ 0, 

2 sin ߨߣ sin ൬ߨߣ െ
ߙߣ
2
൰ െ 2 cos ൬

ߙߣ
2
െ ൰ߣߨ sin ߨߣ ൌ 0, 

2 sin ߨߣ ሾsin ൬ߨߣ െ
ߙߣ
2
൰ െ cos ൬ߨߣ െ

ߙߣ
2
൰ሿ ൌ 0, 

теңдіктерді аламыз. Демек, екі түрлі жағдай болуы мүмкін, не 

а) sin ߨߣ ൌ 0, онда ߣ௡ ൌ ݊, 	݊ ൌ 0,േ1,േ2,…, 

ሻݔ௡ሺݕ  ൌ
ଵ

√ଶగ
ቂcos ݊ ቀݔ െ

ఈ

ଶ
ቁ ൅ sin ݊ ቀݔ െ

ఈ

ଶ
ቁቃ , ݊ ൌ 0,േ1, േ2,… ;  

не 

б) sin ቀλπെ
λα

ଶ
ቁെcos ቀߨߣ െ

ఒఈ

ଶ
ቁ ൌ 0, онда 

ߣ݃ݐ ቀߨ െ
ఈ

ଶ
ቁ ൌ 1, ௠ߣ ቀπെ

α

ଶ
ቁ ൌ ߨ݉ ൅

గ

ସ
,݉ ൌ 0,േ1,േ2,…, 

௠ߤ ൌ
గ

గି
ഀ
మ

ቀ݉ ൅
ଵ

ସ
ቁ ൌ

ଶగ

ଶగିఈ
ቀ݉ ൅

ଵ

ସ
ቁ ,݉ ൌ 0,േ1,േ2,…. 

Бірінші серияның меншікті мəндерімен шатастырмау үшін осындай белгілеу енгіздік. Жоғары-
дағы лемма 1.2 лемма бойынша, ሼݕ௡ሺݔሻሽ меншікті функциялар системасы ²ܮሺ0,2ߨሻ кеңістігінде 
ортонормаланған базис құрайды, ал ሼݖ௠ሺݔሻሽ меншікті функциялары периоды 2ߨ - ге тең жұп 
функциялар. Шынында да, 

ߨ௠ሺ2ݖ െ ߙ ൅ ሻݔ ൌ cos
ߨ2

ߨ2 െ ߙ
൬݉ ൅

1
4
൰ ቀ2ߨ െ ߙ ൅ ݔ െ

ߙ
2
ቁ ൅ sin

ߨ2
ߨ2 െ ߙ

൬݉ ൅
1
4
൰ ∙ 

ቀ2π െ α൅ ݔ െ
ߙ
2
ቁ ൌ cos ൤2ߨ ൬݉ ൅

1
4
൰ ൅

ߨ2
ߨ2 െ ߙ

∙ ൬m ൅
1
4
൰ ቀx െ

α

2
ቁቃ ൅ 

൅sin ൤2ߨ ൬݉ ൅
1
4
൰ ൅

ߨ2
ߨ2 െ ߙ

൬݉ ൅
1
4
൰ ቀݔ െ

ߙ
2
ቁ൨ ൌ െ sin

2π
2πെ α

cos ൬m ൅
1
4
൰ ቀx െ

α

2
ቁ ൅ 

൅cos
ߨ2

ߨ2 െ ߙ
൬݉ ൅

1
4
൰ ቀݔ െ

ߙ
2
ቁ ൌ ߙ௠ሺݖ െ  .ሻݔ

Егер де ݐ ൌ ߙ െ ߨ௠ሺ2ݖ болсын десек, онда ݔ െ ሻݐ ൌ  ሻ боларын көреміз, демек 2.2 леммаݐ௠ሺݖ
бойынша ሼݖ௠ሺݐሻሽ системасы ²ܮሺ0,2ߨሻ кеңістігінде толымсыз. Бізге керегі де осы еді. 

  
5.Қорытынды 
Аргументі ауытқыған теңдеулерді желі ішіндегі ақпарларды қорғаудың математикалық мөделі 

ретінді ұсынуға болады. 
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Аннотация. В данной работе с помощью спектральной теории функционально-дифференциального 

уравнения изучено распространение волн по периодическому волноводу, в частности, показан способ созда-
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