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THE DIMENSION OF THE SPACE SOLUTIONS OF THE DIRICHLET 
PROBLEM FOR THE POISSON AND BIHARMONIC EQUATIONS IN 

UNBOUNDED DOMAINS - I 
 
Annotation. In this paper, we investigate the behavior of solutions of the Dirichlet problem for the Poisson and 

the biharmonic equations in an unbounded domain. In studies of such problems there is a need of introduction of 
additional conditions at infinity determine uniquely solutions of the studied problems. In the paper the dimension of 
the space of solutions for the above mentioned task with additional conditions is calculated. 
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УДК 517.951 
Б.Д. Қошанов, Е.Н. Əділбеков, Е. Дуйсен 

 
Математика жəне математикалық моделдеу институты, Алматы 

 

ШЕКТЕЛМЕГЕН ОБЛЫСТА ПУАССОН  
ЖƏНЕ БИГАРМОНИАЛЫ ТЕҢДЕУЛЕР ҮШІН ДИРИХЛЕ ЕСЕБІ 

ШЕШІМДЕР КЕҢІСТІГІНІҢ ӨЛШЕМІ - I 
 
Аннотация. Бұл жұмыста шектелмеген облыста Пуассон жəне бигармониалы теңдеулер үшін Дирихле 

есептерінің шешімдері зерттелген. Осындай зерттеулер кезінде қарастырылып отырған есептердің шешімін 
бірмəнді анықтау үшін шексіздікте қосымша шартты енгізу қажеттілігі туындайды. Қосымша шарты бар 
аталған есептердің шешімі көрсетілген кеңістіктердің өлшемдері есептелінген. 

Тірек сөздер: Пуассон теңдеуі, бигармониалы теңдеу, би-Лаплас операторы, Дирихле есебі. 
 
Кіріспе. Дифференциалдық теңдеулер үшін тиянақты шеттік есептердің қасиеттерін зерттеу 

теориялық жағынан да, математика мен механиканың түрлі қолданбалы есептерінің қосымшалары 
(қолдану аясы) үшін де маңызды екендігі белгілі.  

Жоғарғы ретті эллиптикалық теңдеулер үшін шеттік есептер теориясына математиктер ерекше 
назар аударуда. 

Моделді полигармониалы оператор m  таңдау ең алдымен, бұл оператор қолдану аясы 

тұрғысынан қызықты. 1m  болса - бұл белгілі Лаплас операторы болып табылады, 
электростатикалық өрісте потенциалдардың таратылуы Пуассон теңдеуімен сипатталады; 2m  
болса - бұл би-Лаплас операторы деп аталады, мұндай операторлар жұқа пластина мен қабыршақ 
тербелісін сипаттайды; кез-келген m  жағдайында сандық талдауда көптеген қосымшалары бар 
кубатуралық формулаларда қолданылады.  

Лаплас операторы мен лапласиан спектрлік сипаттамаларынан алынатын инвариантты 
көпбейнелер Риман геометриясында кеңінен қолданылады. Кубатуралық формулаларды негіздеу 
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кезінде полигармониалы теңдеуі маңызды рөл атқарады. Бұл жағдайда, С.Л. Соболев [1] 
көрсеткендей, полигармониалы теңдеудің шектелмеген шешімдерін пайдалану қажет. 

Алайда, тіпті Лаплас теңдеуі үшін де шектелмеген функциялар классында шеттік есептердің 
дұрыс тұжырымдалуы толық зерттелмеген [2,3]. Эллиптикалық операторлар үшін қарастырылған 
шеттік есептер жəне оларға қатысты пайымдаулар кейбір Соболев-Бесов типті [1] салмақты 
кеңістіктерге кеңейтуге мүмкін болады. 

 Шектелмеген обылыста Пуассон теңдеуінің шешімдерін зерттеу қолдану тұрғысынан 
қызықты болып табылады. Осындай зерттеулер кезінде қарастырылып отырған есептердің 
(Пуассон теңдеуі үшін) шешімін бірмəнді анықтау үшін шексіздікте қосымша шартты енгізу 
қажеттілігі туындайды.  

Мұндай қосымша шарттар, əдетте, физикада мағынасы өте зор, Зоммерфельдтің сəулелену 
шарттары [4,5] деп аталады.  

Бигармониалы жəне полигармониалы теңдеулер үшін жазықтықта шеттік есептердің тиянақты 
тұжырымдалуы комплекс айнымалы функциялар теориясының əдістерімен [10-12] жұмыстарда 
көрсетілді. Бұл жұмыстарда жазықтықта аналитикалық жəне гармониалы функциялардың 
жалпыланған классикалық интегралдық өрнегінің теориясының негізінде Дирихле, Нейман, Робен 
жəне басқа да шеттік есептердің Грин функциясы құрылды. 

Зерттеулер кеңістік өлшемі көпөлшемді болған жағдайда күрделі болады. Полигармониалы 
теңдеудің кез келген оң жағы үшін Дирихле есебі бірмəнді шешілетіндігі белгілі. [13-15] 
жұмыстарда көпөлшемді шарда полигармониалы теңдеу үшін Дирихле есебінің Грин 
функциясының жаңа өрнегі айқын түрде құрылды. 

[17,18] жұмыстарында көпөлшемді бірлік шарда Пуассон теңдеуі үшін Нейман есебінің Грин 
функциясының өрнегі алынды. 

[16] жұмыста көпөлшемді шарда полигармониалы теңдеулер үшін əртүрлі шеттік есептердің 
шешімділігінің шарттарын табу мəселелері зерттелген. 

Шектелмеген обылыстарда эллиптикалық теңдеулер үшін шеттік есептерді зерттеу өзекті 
мəселе болып табылады. 

Шектелмеген обылыста Лаплас теңдеуі үшін тиянақты шеттік есептің бар екендігі бұрыннан 
белгілі. Осыған орай [5] монографиясында Зоммерфельдтің сəулелену шарттары келтірілген. 
[2,3,19] жұмыстарында дербес туындылы дифференциалдық теңдеулердің кейбір кластары үшін 
шешімділік сұрақтары зерттелген. 

Осы жұмыстың нəтижелері шексіздікте қойылатын қандай да бір интегралдық шарты ретінде 
болатын салмақты кеңістікті енгізумен тығыз байланысты. Бұл жұмыста Пуассон теңдеуі мен 
бигармониалы теңдеулер үшін Дирихле есебінің салмақты шешімдер кеңістігінің өлшемдері 
есептелінген. Сонымен қатар, бұл жұмыстың тағы бір ерекшелігі, құрылған əдістер кеңістіктің 
айнымалы санына жəне дифференциалдық теңдеудің реттіне байланысты емес. 

 
Бұл - жұмыстың бірінші бөлімі. Осы бөлімде шектелмеген облыста көпөлшемді салмақты 

кеңістікте Лаплас операторы өзегінің өрнегі көрсетіледі. Лаплас теңдеуі үшін Дирихле есебіне, 
шексіздікте қосымша шарты бар, шешімдер кеңістігінің өлшемі есептелінеді. 

 
1 Шектелмеген облыстағы көпөлшемді салмақты кеңістіктегі Лаплас операторының 

өзегі 

Бұл бөлімде шектелмеген 
nR  облысындағы Лаплас операторы үшін шекаралық есептер 

зерттеледі. 

Координат бас нүктесі бар G  компакттың сыртында Лаплас теңдеуінің 
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 )(0С   -дағы компакт тұғыры бар )(С  кеңістігінен алынған функциялар кеңістігі; 

)(1
2 W  нормасы бойынша )(С  толықтыруынан алынған функциялар кеңістігі, норма 

келесі түрде алынған 
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кеңістігі; 
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2 RQWxu   
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xu  шартын қанағаттандыратын )()( 1
.2  locWxu функциялар 

кеңістігі;  
 

 

 ,),(    ,),(
22




 dxuuDdxuuD 
   (2) 

мұндағы .R  ,...,2 122
1   nxxxn  

Келесі лемма орындалады. 

Лемма 1.1. )(xu  функциясы ),(  uD  шартын қанағаттандыратын   облысындағы 

0)(  xu  теңдеуінің шешімі болсын. Онда 3n  үшін )(xu  функциясы үшін келесі өрнек  

 

    ),(
)(

)()()( 1
1

0 xu
x

x
CxCxPxu

j

n

j
j 



 
  

(3)

  

орындалады, мұндағы )(xP  дəрежесі 0d -ден төмен көпмүшелік 

 

 

,
2

n
-1 ;1max0







 




d
 

n

n

x
n

x



 2

)2(

1
)(


- Лаплас операторының іргелі шешімі [4], 

n
n R -дегі бірлік 

сфераның бетік ауданы,  niCi ,...,0,1 ,  кейбір тұрақтылар, )(1 xu  функциясы үшін келесі 

бағалау орындалады: 

 
  ,)(1




  n
x xbxu  (4)

 
 

 nin ,...,1  ,    ),,...,,( i21   бүтін теріс емес сандар, 

.,...,1,
 

  ),,...,(  ,
1x njconstb

j

jn
x

xxx 



  
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Дəлелдеуі. G  шектелген обылыс болғандықтан, онда оны қандай да бір 

 RxRxQ n
R  :  шарда жатады деп есептеуімізге болады. 

Айталық, 1:)()( 1    RСx  үшін 2 Rx  жəне 0  үшін 1 Rx  болса, 

онда )()()( xuxx    функциясы nR де )()( xfx   теңдеуін қанағаттандырады, 

мұндағы ).()( 0
nRCxf 

 

 

 ,)()()()( dyyfyxxxw
nR

 

 

(5) 

деп алайық, мұндағы  )(x  Лаплас операторының іргелі шешімі.  

  де.-0)( nRxw    (6) 
(6) теңдеуіне Фурье түрлендіруін қолдансақ келесі теңдікті аламыз 

 
 0)(~2   w  (7)

 
мұндағы )(~ w функциясы )(xw  функциясының Фурье образы. 

(7) формулада )(~ w  функциясының тұғыры бір нүктелік жиынан  0 құралады. Сондықтан 

[6], )(~ w  функциясы )(x  функцияы мен оның туындыларының ақырлы сызықты 

комбинациясынан тұрады. Осыдан )(xw көпмүшелік екендігі шығады. 

(5) формуладан 

 
 )()()( 1 xxPx  

 (8) 
 

аламыз, мұндағы  )()( xwxP көпмүшелік, ал 

 

 

.)()()(1  
nR

dyyfyxx  (9) 

 
Айталық, )(xPd   көпмүшелігінің реті болсын. 0dd   болатынын көрсетейік. 10  dd  

болсын деп ұйғарайық. Онда  NRxKx n  :  кезінде  
 

 
1 )(  dconstxP   

  (10)
 

болатын, 
nR -нен төбесі координаталар бас нүктесінде жататын K  конусы мен 0N  саны 

табылады.  
nR - нен төбесі координаталар бас нүктесінде жататын K  конусы деп, егер ,Kx  онда 

кез-келген 0  үшін Kx  болатын облысты айтады. 
Басқаша жағынан 

 )()( 0
nRCxf   болғандықтан, aл ,)(

1 n
x yxcyx

  

онда 

 
. )( 1

1
nconstx  

 
 

Осыдан жəне (10)-нан  NRxKx n  :  кезінде  
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  )( 1 dconstx   (11)

 
 

шығады. )(x  функциясының анықтамасынан )),(( xD   болатынын көреміз. Басқаша 

айтқанда, (11) теңсіздігінің көмегімен 
 

  




NK

d dxxD



  )1(2)),((  

шығады. 
 
Алынған интегралдың жинақталуы үшін 
 

 
0)1(2  nd   

 
шарты орындалуы жеткілікті. Осыдан  

 
02

)(
1 d

n
d 





 
шығады.  

 
Сонымен  

 
.0dd   

 
Енді  

 

)(
)(

)()( 2
1

01 x
x

x
axax

n

j j
j  



 


 (12)

 
 

теңдігі орындалатындығын көрсетейік, мұндығы naa ,...,0 кейбір тұрақтылар, ал )(2 x  

функциясы (4) теңсіздігін қанағаттандырады. 
Тейлор формуласы [6] бойынша 
 

 

  
 










n

j
ji

n

ji ji
j

j

yydt
xx

ytx
ty

x

x
xyx

1

1

0 1,

2 )(
)1(

)(
)()(

 
 

жіктеледі. Бұл теңдікті (9)-ға қойып, келесі теңдікті аламыз: 
 

 





  
 j

n

j R

j

R
x

x
dyyfydyyfxx

nn

)(
)()()()(

1
1  

 

 

.)(
)(

)1(
1,

21

0

dyyfyydt
xx

ytx
t ji

n

ji jiR n





  
  

 
Осыдан (12) формуласы келесі коэффициенттермен 
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,)(0 
nR

dyyfa  ,)( 
nR

jj dyyyfa   

 

 

dyyfyydt
xx

ytx
tx ji

R

n

ji jin

)(
)(

)1()(
1

0 0,

2

2 



   




 
 

шығады. )(2 x  функциясы үшін (4) теңсіздігінің орындалуы тікелей тексеріледі. Сондай-ақ 

)()()()( 1 xxPxxu    өрнегі 2 Rx  үшін ондалады, осыдан )(xu  функциясы 

үшін (3) өрнегі шығады. 
 
2 Шектелмеген облыстағы Лаплас теңдеуі үшін Дирихле есебі 
 

GRn \  обылысында (1) теңдеуі үшін бірінші түрдегі шеттік есепті, яғни Дирихле есебін 
қарастырамыз 

 
 .0)( 


xu

 
(13)

 

Анықтама 2.1. [7] Егер )()(
1

,2  locWxu


 жəне кез-келген )()( 0  Сx функциясы 

үшін  

 

0
1










 

dx
xx

u

i

n

i i


 (14) 

 

интегралдық теңдік орындалса, онда )(xu  функциясын (1), (13) есебінің жалпыланған шешімі 

деп атайды.  
Келешекте  

 

 


dxuuD
2

),( 
 

 
шартын қанағаттандыратын (1), (13) есебінің шешімдер кеңістігінің өлшемін есептейміз, мұндағы 

.R1  

 )()()(1 xuxu   -- (1), (13) есебінің ),(uD  шартын қанағаттандыратын 

жалпыланған шешімдер} кеңістігі болсын. )(1 m  арқылы )(1   кеңістігінің өлшемін 

белгілейміз, яғни ).(dim)( 11  m  

Төменде )(1 m  шамасын есептейтін формулалар 
1R  санына байланысты алынады. 

Лаплас операторымен қатар екінші ретті эллиптикалық операторларды қарастыруға болады. 
Барлық теоремалар 

 ),(uD  
 

шартымен (1), (13) есебі үшін тұжырымдалып дəлелденеді. 
  
Келесі қосалқы есепті қарастырайық: 
 

 ,0u (15) 
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),()( xxu 


(16) 

 

  . )(
222  




dxuuxuF (17)

 
 

Лемма 2.1. Кез-келген )(1 С  функциясы үшін (15)-(17) есебінің шешімі жалғыз 

болады. 
 
Дəлелдеуі. Алдымен шешімнің жалғыз екендігін көрсетеміз.  

)(  ),( 21 xuxu (15)-(17) есебінің екі əртүрлі шешімі болсын. Онда  

)(-)()( 21 xuxuxu   
 

функциясы (15)-(17) есебінің 
0)( x  

шартын қанағаттандыратын шешімі болады.  
 
Айталық, 
 

),()()( xuxx N   

мұндағы  

,10  ),(C  ,)( 







   n

N R
N

x
x  

0)( t  үшін 2t  жəне 1)( t  үшін .1t  

 
 (15) теңдеуін )(x  функциясына көбейтіп жəне жеткілікті үлкен N  үшін   обылысы 

бойынша интегралдасақ келесі өрнекті аламыз: 
 

  
 

udxxudxxudxxu NN ))(()()()(0
2   

     .)()()(
1

)(
2

2
dxxu

N

x
u

N
dxxu

NxN
N  




 

 
Соңғы теңдіктің оң жағындағы екінші қосылғышты Шварц теңсіздігі бойынша бағаласақ: 

  

  С)()()(
1

2

 


dx
x

u
udxxu

N

x
u

N
NxNxN

  

,  ,0С
2

1

2

22

1

2


























 



Ndx
x

u
dxu

NxNx  
 
жəне N  шекке көшссек
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,)(  ,0
2

constxudxu 
  

сондай-ақ,   обылысында 0)( 


xu  ескеретін болсақ, онда 0)( xu  шығады. 

 Енді (15)-(17) есебінің шешімінің табылатындығын көрсетейік. 
1
,2 FW  арқылы  

 2
1

)()( 1
,2

uFxu
FW


 

нормасы бойынша )(0 C  кеңістігінің тұйықталуын белгілейміз. 

 )()(  ,)( 1
,2 xxWxM F  


 

деп жиынын анықтаймыз жəне  




 dxxI
2

)()( 
 

функционалын қарастырамыз. 
Кез-келген Mx )(  үшін 0)( I  болғандықтан онда, I -дің мəндер жиыны M  

жиынында төменнен шенелген. Төменнен шенелген барлық жиындардың дəл төменгі шекарасы 

бар болады, оны 0 ,)(inf 





I
M

 [6] деп белгілейік. Дəл төменгі шекараның анықтамасы 

бойынша M  жиынынан  ku  жинақталатын тізбегін бөліп алауға болады, k  ұмтылғанда 

)( kuI  болатындай.  ku  тізбегі минималдаушы тізбек деп аталады [8]. 

 Алдымен )( 0uI  теңдігін қанағаттандыратын Mu 0  функциясының 

табылатындығын дəлелдейміз.  
 

0  саны берілсін. Онда  Nk   үшін  )( kuI  орындалатын 1N  саны 

табылады. 

 , Nmk   болсын. Сондай-ақ Muu mk ,  болса, онда ,
2

M
uu mk 


 осыдан 

.
2







  mk uu

I  

Параллелограмм теңдігінен  
 

)(
2

1
)(

2

1

22 mk
mkmk uIuI

uu
I

uu
I 






 







 

 
 

келесі теңсіздік 

,
222

 





 







 







 

 mk uu
I  

яғни   4 mk uuI  үшін 







 

2
mk uu

I  

шығады. 
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Осылайша mk,  ұмтылғанда   0 mk uuI  болады. Сонымен қатар, 

  0
mk uu  ескерсек, онда Харди леммасы [9] бойынша 

dxuuCdxxuu mkmk

222
)(







  

аламыз. Сол себепті,  ku  тізбегі 
1
,2 FW  кеңістігінде фундаменталды (іргелі). 

 

Шектік функцияны )(0 xu  деп белгілейік. )(I функционалы 
1
,2 FW  кеңістігінде үзіліссіз 

болғандықтан 




)(lim)( 0 k
k

uIuI  

орындалады. 

Сонымен қатар, 
1
,2 FW  кеңістігі )(1

,2 locW  кеңістігіне үзіліссіз енген. Осыдан жəне 


ku  шартынан 

0u  шығады. Осылайша Mxu )(0 жəне )( 0uI .  

Mxu )(0  функциясы (15) шартын қанағаттандыратынын көрсетейік. )(0  С  болсын. 

Онда 
1R -де анықталған   )()( 0 tuItf   функциясының 0 t  нүктесінде локалды 

минимум бар болады.  




 )(t2)()( 2
00  ItdxuuItf  

функциясы t  айнымалысы бойынша дифференциалданады, олай болса .0)0(' f  

Сондықтан, кез-келген )(0  С  функциялары үшін 


 00 dxu  . Бұл теңдік )(0 xu  

функциясының (15) теңдеуінің жалпыланған шешімі болатындығын білдіреді. Лемма 2.1 
толығымен дəлелденді. 

Бұл жұмыстың жалғасын екінші бөлімнен қараңыз. 
Бұл жұмыс Қазақстан Республикасы Білім жəне Ғылым министрлігінің 3492/ГФ4 грантының 

қолдауымен орындалды. 
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Б.Д. Кошанов, Е.Н. Адильбеков, Е. Дуйсен 
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РАЗМЕРНОСТЬ ПРОСТРАНСТВА РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ 
ПУАССОНА И БИГАРМОНИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ В НЕОГРАНИЧЕННОЙ ОБЛАСТИ- I 
Аннотация. В данной работе изучены поведения решений задач Дирихле для уравнения Пуассона и 

бигармонического уравнения в неограниченной области. При исследований таких задач появляется необхо-
димость введения дополнительных условий на бесконечности, однозначно определяющих решений иссле-
дуемых задач. В работе вычислены размерности пространств решений выше указанной задачи с дополни-
тельным условием. 

Ключевые слова: уравнения Пуассона, бигармоническое уравнение, оператор би-Лапласа, задача 
Дирихле. 
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